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Vektorji

_>
. 'V pravilnem tetraedru ABC'D tvorijo vektorji q = 1@, b = 1@ in

@ = AD bazo prostora. Naj bo P nozisce visine iz tocke D na osnovno
ploskev ABC' in () nozis¢e visine iz tocke A na ploskev BCD.

%
(a) Izrazi vektorja lﬁ in z@ vbazi @, b, 7.
(b) Pokazi, da se visini DP in AQ sekil:a. Njuno presecisée oznacimo
z E. Izrazi vektor zﬁ v bazi 7, b, <.

. Tocke A, B, C'in D so zaporedna oglisca enakokrakega trapeza. Velja
Se: ﬁ = %A . Naj bo F razpolovisce daljice AD ter S presecisce

daljic BE in AC. Ozna¢imo: @ = E in ? = zﬁ

%
(a) lzrazi vektor BS 2 vektorjema @ in b .

(b) Izracunaj koordinate tocke S, ¢e poznas koordinate tock: A(5,4, 1),
B(0,—1,2) in D(5,9,3).

. Tocke A, B, C, D, E, F, GG in H so zaporedna oglisca kocke. Tocka S
je sredisce kvadrata EFGH, tocka M pa deli stranico CG v razmerju
3:1. Naj bo T_>toéka, v kateri se sekata daljici AM in C'S. Oznac¢imo
Se: 7:1@, b :Einﬁzﬁ
%
(a) Izrazi vektor AT 2 vektorji @, b in ¢!
(b) Doloéi koordinate tocke T', ¢e poznamo koordinate naslednjih tock:

A(2,1,1), B(4,1,1), D(2,3,1) in E(2,1,3)!

%
. 'V paralelogramu ABC'D oznac¢imo: q = @ in b = 1@ Tocka S
lezi na diagonali AC' in deli AC' v razmerju 3 : 1. Premica skozi tocki
B in S seka stranico C'D v tocki X.

%
(a) Izrazi vektor AX 2 vektorjema @ in b .

(b) V kaksnem razmerju deli tocka X daljico DC?

(c) Izracunaj koordinate tocke X, ¢e so koordinate tock: A(1,2,3),
B(~1,2,3) in C(3,4, —1).

. Tocke A, B, C, D, E in F so zaporedna oglis¢a pravilnega Sestkotnika.
Naj bo G razpolovisce daljice F'E ter S presecisce daljic GB in AC.

(a) V kaksnem razmerju deli daljica GB daljico AC"?
(b) Izrazi ploséino trikotnika ABS s ploscino Sestkotnika.
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10.
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Dan je trikotnik ABC'. Tocke P, @) in R delijo stranice AB, BC'in CA
v razmerju 1 : 2. Daljici AQ in C'P se sekata v tocki D, daljici AQ in
BR v tocki E, daljici BR in C'P pa v tocki F. Pokazi, da je plosc¢ina
trikotnika DEF' enaka % ploscine trikotnika ABC'.

%
.V pravilni stiristrani piramidi ABC'DFE oznac¢imo: q = @ , b = B

in 8 = ﬁ Tocka G deli daljico BE v razmerju 3 : 1, tocka M pa je
sredisce kvadrata ABCD.

(a) Ozna¢imo z R presecisce visine ]\{) E s premico skozi tocki D in G.
Izrazi vektor M ﬁ zZ VektOI'Jl b inC.

(b) Doloci koordinate tocke R, ¢e so koordinate tock A(2,1,2),
B(-2,3,1), D(—1,1,0) in E(—1,1,-2).

Dana sta vektorja d=27+37 7 in b —\7 — j kjer sta 7 in

%
J

linearno neodvisna vektorja. Doloci skalar A tako, da bosta VektorJa_E>>
b.

in b linearno odvisna. V tem primeru izrazi vektor @ z vektorjem

Naj bosta 7 in ] linear_r>10 neodvisna vektorja. 7Z njima se izrazajo
VektorJ1 =47 + _> b =27+ 37 in@=7+ 47.

%
(a) Izrazi vektor @ z vektorjema @ in b .

%
(b) Ali sta vektorja @ in b linearno neodvisna?

%
Dana sta vektorja m=34d + b — ? nm=d-0b+7¢, pri Cemer
poznamo dolzme Vekt()_;ev @] = | T | 1, |@| = 2, ter kote med

njimi: £(@,0) = £(5,7) = T (4, ?) = T. Vektorja m in 7

razpenjata paralelogram. Zapisi vektorja diagonal tega paralelograma
in izracunaj njuni dolzini.

Dani so vektorjl q = oc_>_—l>— +4 k b — 2047 in @ =3a7 —
37 7 +4 k , kjer so 7 7, k glearno neodv1sni vektorji. Dolo¢i skalar
a tako, da bodo vektorji E), b ,? lezali na isti ravnini.

_>
Naj bodo @ = (1,2a,1), b = (2,,0) in 7 = (3a, 2, —a), kjer je «

neko realno stevilo.

_>
(a) Izracunaj volumen tetraedra, napetega na Vektorje E) b in .

(b) Doloé¢i parameter « tako, da bodo VektorJ1 a, b in @ lezali na

isti ravnini. V tem primeru izrazi d kot hnearno kombinacijo

_>
vektorjev b in g
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14.
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— —

Naj bodo @, b in @ vektorji iz R? z dolzinami: |@| =2, |b| =3 in

|?>| = 1. Kot med vektorjema @ in b je enak %, kot med vektorjem
%

7 ter ravnino, ki jo razpenjata vektorja din b pa je . lzracunaj

prostornino paralelepipeda, _r;apetega na vektorje: 7 =2d — ?,
Y=d+7inZ=d+b+7.

Paralelogram ima oglisée A(1,1,1) ter stranici AB = (0,0,1) in
E = (1,—2,1). Doloéi tocko E na stranici BC' tako, da se bosta
daljici AFE in BD sekali pod pravim kotom.

Tocke A(1,—1,2), B(—1,1,2) in C(1,2,3) so oglisca trikotnika ABC'
Poisci nozisce visine T' iz vrha C' na osnovnico AB. Koliksen je kot
med daljicama C'T" in C'B?

Dokazi, da so vektorji d x ?, ? x @ in @ x @ kolinearni natanko
tedaj, ko so vektorji @, b in @ koplanarni (Nasvet: pomagaj si z
mesanim produktom in s formulo za veckratni vektorski produkt tj.
Grassmanovo identiteto).

_>
Vektorji d, b ind napenjajo tetraeder s prostorning 3._}2raéunaj
prostornino tetraedra, ki ga napenjajo vektorji dx b, b xdin
7 xd. (Nasvet: pomagaj si s formulo za veckratni vektorski produkt

tj. Grassmanovo identiteto).
ﬁ
Pri danih nenicelnih vektorjih din b poisci tak vektor 7, ki zadosca

enachi:
_>
T+adxT=0.

_>
Dani so vektorji: @ = (1,1,1), b = (1,1,0) in @ = (1,—1,0). Pois¢i

tak vektor ?, da bo zadoscal enacbama:

Resitve

1.

- —
() DP=17 + 1T - in A =13 + 17 +17.
(b) Visini DP in AQ se sekata, ker tocke A, P, Q in D leZijo na isti
ravnini. zﬁ = }17 + }l b + }1?

(b) S(4,5,2).



%
3. (a) Al =23 +3F + 87
(b) T(%,%%)-
2—>
/. (a) AX =273
(b) Tocka X deli daljzco DC v razmerju 2 : 1.
() X(5.4,-1).
5. (a) GB: AC =3 :4.
(b) paaps = %pABCDEF-
0. N}ajprej dve stranici trikotnika izrazimo z vektorjema a = AB in
b:B?,npr.ﬁ———a+4;bterﬁ %7+%b.P0temye
PADEF = !ﬁ X ﬁ! =17 x b| = Lpaasc.
_>
7 (o) ME=—-33 - 37 +37
o) R(=5.3.-1)
8. A= —% in v tem primeru je d d=-30b
9. (a) 7 11—> 15 b
(b) Vektorja 7 in b sta linearno neodvisna.
%
10. @ =43, [T =4 ter [ =27 —28 +27, |2 =25 2V2,
11. a = +1.
12. (a) V=53Ba*—a+2).
_>
(b) Vektorji a, b oin ?;lezvijo na isti ravnini, ée je « = —1. V tem
Primery je d=-40b —37.
_>
13. V=|7,9,7]=3|[d, b, 7] = 2.
14. E(1,1,2).
15. Kot med daljicama CT in C'B je enak arccos ,/ =16, 77°.
16. Vektorja @ x b in b X @ sta kolinearna natanko tedaj, ko je njun

vektorski produkt enak 0. S pomocjo formule za veckratni vektorski
produkt (Grassmanova identiteta) ugotovimo, da to velja natanko tedaj,
ko je mesani produkt vektorjev _> b in @ enak nzc oziroma, ko so ti

vektorji koplanarni. Enako sklepamo pri vektorjih b x 7 i _> X d.

b}






Analiticna geometrija

. Tocke 0(0,0,0), A(1,0,1), B(1,1,2) in C(1,1,1) doloc¢ajo paralelepi-
ped. Poisci:

(a) enacbo premice - nosilke telesne diagonale iz tocke O;

(b) enacbo ravnine, na kateri lezi tocka A in je vzporedna z ravnino,
ki jo dolocajo tocke O, B in C;
(c) kot pod katerim telesna diagonala iz O seka ploskev, doloceno s

tockami O, B in C.

. Dolo¢i taksno tocko 7' na ravnini x —y+3z = 6, da bo tocka T"(1, —1, 2)
njena pravokotna projekcija na ravnino xz + y + z = 2.

. Premica ¢ gre skozi tocko T'(2, 3,2) in pod pravim kotom seka premico:

_y+l
==
Poiséi enacbo ravnine, ki vsebuje premico ¢ in tocko R(3,5,5). Doloci
Se kot med premico p in dobljeno ravnino.

p: - z— 2.

. Poiséi pravokotno projekcijo premice
rz—1
2

na ravnino, ki jo dolo¢ajo tocke T1(1,0,1), T5(1,1,3) in T5(5,1,1). Kje
se sekata premica in njena projekcija?

=y—1=—z

. Ravnina II gre skozi tocko T'(3,4, 1) in je vzporedna premicama:

r—1 y+2 z-1
)

. y+1 z-—1
in gro="F—=—

p:

Poiséi enacbo ravnine II, ter ugotovi, kam se preslika tocka S(1, —2,1)
pri zrcaljenju cez II.

. Poiséi enacbo premice, ki gre skozi tocko A(3,—1,—1), seka premico
x—2= L2 = 2 ip je vzporedna ravnini z + y + z = 5.

. Poisci najkrajso razdaljo med premicama x = -2y =zinx =y = 2.

. Poiséi enacbo premice, ki gre skozi tocko T'(1,2, —1), ter seka premici

r—1 y+1 =2+3
= = n
2 6 3 3

T+ 2 z+3
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11.
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Na premici, ki je dolo¢ena z enacbama 2x —y = 2, t —y — z = 1, doloci
tocko, ki je enako oddaljena od tocke A(4,1,1) in B(2,1,1).

Premica p je podana s presekom ravnin x +y = 2, z — x = —1. Doloci
razdaljo tocke T'(1,0,0) do premice p. Na premici p poiséi tocko, ki je
oddaljena od tocke T za enoto.

Poisci enacho premice, ki lezi v ravnini z —4y 42z = 7, ter pod pravim
kotom seka premico, podano s presekom ravnin x — 2y — 4z = —3 in
20 +y — 3z = —1.

Premico p dobimo kot presecisce ravnin

r+2y+32 = 13,
3r+y+4z = 14
Na premici p doloci tako tocko T, da bo tocka P(0,3,1) njena pravo-
kotna projekcija na premico
x

- =3—-y=2z—-1
q:3 y==z

Koliksna je razdalja med tocko 7" in premico ¢?
Dani sta premici:

y—2 z—1 | 5—x y—1
N 1:—: . = ey 1
p:x+ 5 3 m q 3 5 zZ+

Poisci enacbo ravnine X, ki vsebuje premico p in je vzporedna premici
q. Koliksna je razdalja premice ¢ do ravnine Y7

Skozi tocki A(1,0,—2) in B(0,2,2) polozi ravnino, ki je vzporedna
premici p, doloceni z enachama: z +y —2 =0, v — 2y + 2z = 1.
Koliksna je razdalja premice p do dobljene ravnine?

Poisci pravokotno projekcijo premice

r—1 —y—2 =z+41

Py 3 ~3

na ravnino, ki koordinatne osi seka pri x = 2.5, y = =5 in z = 5. Kje
se sekata premica in njena projekcija?



Resitve

1. (a) 3=5%=1%.
(b) x—y=1.

(c) arcsin X8 = 7.50,

2. Toc¢ka T ima koordinate T(%, —g, %)

3. Iskana ravnina ima enacbo —4x + by — 2z = 3, premica p pa z njo
oklepa kot arcsin (2\[) = 46.9°.

4. Pravokotna projekcija dane premice ima enacbo T o= (-2, —%,%) +
(46,5, —13), njuno presecisée pa je tocka s koordinatami (—2, —%, %)

5. Ravnina Il ima enacbo: x+4y—3z = 16, tocka S pa se cez njo prezrcali

v tocko S"(3,6,—5).
Iskana premica ima enacho: T = (3,—1,—1) + A(—1,0,1).
Podani premici se sekata.

Enacha iskane premice v vektorski obliki je: 7 = (1,2, —1)+A(42,15, —11).

R N S )

Iskana tocka ima koordinate (3,4, —2).

10. Razdalja tocke T do premice p je ‘[ tocki na premici p, ki sta od dane

tocke T' oddaljeni za enoto pa sta: Tl(l, 1,0) in TQ(S, 3 g)

11. Vektorska enacha iskane premice je 7 = (2, —3.3) + X(-2,3,7).
12. Tocka T ima koordinate T(—3,—1,6), iskana razdalja pa je d(T,q) =

5v2.

13. Enacba ravnine X je 2x + by — 4z = 4, premica q pa je od nje oddaljena

2a V5.

14. Iskana ravnina je —2x + Ty — 4z = 6, razdalja premice p do te ravnine
pa je 4f'

15. Rawvnina ima enacbo: 2x—y+z =5, pmvokotna projekcija premica p na
to ravnino pa je premica; T = ( T ——) + A(=2,7,33). Projekcija
in premica se sekata v tocki (2, —, —g)



Linearni prostori

. Dana je mnozica M = {(a,b,2b,a) | a,b € R} C R* in operaciji
(a,b,2b,a) + (¢,d,2d,c) = (a+c,b+d,2b+2d,a+ c),
Ma,b,2b,a) = (Aa,A\b,2X\b, \a), X €R.

Prepricaj se, da je mnozica M s tema dvema operacijama realen vek-
torski prostor.

. Dolo¢i parameter a tako, da bo vektor (—1,a + 2, —2,a* + a + 1) pri-
padal podprostoru v R*, razpetemu na vektorje (1,0,2,4), (3,1,1,2),
in (5,1,5,3).

.V linearnem prostoru R* so dani vektorji: v = (3,9, —4, —2),
u = (1,-2,0,3), us = (2,3,0, —1) in ug = (2, —1,2, 1).
(a) Ugotovi, ali lezi vektor v v linearni ogrinjaci £(uy, ug, us).

(b) Ali je mnozica {uy, us, us} linearno neodvisna? Je ta mnozica baza
prostora R*?

. Naj bodo a, b, ¢ in d linearno neodvisni vektorji v realnem linearnem
prostoru V. Kaj lahko poves o linearni (ne)odvisnosti vektorjev:

(a) ey =a+2c+d, by =2a—b+c, c; =a+c+d;
(b) ag=a+2c+d, by =2a—b+c,co=—a+b+c+d.

. Katere od naslednjih podmnozic prostora R® so linearni podprostori v
R5?

S {(z1, 02, x3, 24, 25) € R* | 21 € Z},

S = {(v1,22,05,71,75) € R® | 23 = 0},

Sy = {(x1, 72,23, 74,75) € R® | 32y — 225 = 0},

Sy = {(w1, 22, 23,24,25) € R | 11 4 25 = 1},

S5 = {(w1, 29, 73,24, 75) € R® | 1y =23 =25 In x5 =14}

.V prostoru P3(R) polinomov najveé tretje stopnje z realnimi koeficienti
sta podani naslednji mnozici:

Spo= {38 -2 30— 1},

Sy = {t*—1,t+1,£°—1}.
Ce je mnozica linearno neodvisna, ji dodaj tak polinom, da postane

linearno odvisna. Ce pa je mnozica linearno odvisna, ji odvzemi tak
polinom, da postane linearno neodvisna.
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10.

11.

12.

Naj bo Py(R) linearen prostor polinomov najve¢ druge stopnje z real-
nimi koeficienti. Katere od naslednjih mnozic polinomov iz tega pro-
stora so linearno neodvisne? Ce je mnozica linearno odvisna, izrazi en
njen element kot linearno kombinacijo ostalih!

<a> {17t7t2 - 1}7

(b) {t*+1,t —2,t+ 3},

(c) {262 +t,t* + 3,1},

(d) {22 +t+ 1,3t +t —5,¢t + 13}.

. 'V R* imamo podprostora:

S = £{(1,1,1,1),(2,3,1,0),(1,-1,1,-1)},
T = £{(1,-1,-1,1),(2,—2,0,0), (3, —1,1,1)}.

Poisci baze prostorov S, T, SNT in S+ T"! Koliksna je dimenzija teh
prostorov?

Naj bosta U in V podmnozici prostora R*:

U = (a,b,c,d)|b+c+d=0},
V = {(a,b,c,d) |a+b=0 in c=2d}.

Pokazi, da sta U in V linearna podprostora v R* ter pois¢i baze pro-
storov U, V, UNV inU+V.

Dopolni mnozico M = {(1,2,1,2,0),(2,—1,—1,2,0)} do baze prostora
R’ ter poisci kaksno bazo komplementarnega prostora R® \ £{M}.

V prostoru P3(R) polinomov najveé tretje stopnje z realnimi koeficienti
imamo mnozico:

U={pePsR)|p(l)=p2) =0}

Dokazi, da je U linearen podprostor prostora P3(R), ter poiséi bazo
njemu komplementarnega prostora ¥V = P3(R) \ U.

V prostoru P3(R) polinomov najvec tretje stopnje z realnimi koeficienti
imamo mnozico:

U= {pecPsR)|p(0)=0}.

Dokazi, da je U linearen podprostor prostora P3(R), ter pois¢i bazo
njemu komplementarnega prostora V = P3(R) \ U.
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Resitve

1. Preverimo, da dani operaciji 1zpolnjujta vseh 8 aksiomov v definiciji
linearnega (ali vektorskega) prostora.

2. a=-—2.

o

(a) v =uy + 3us — 2us.

(b) Mnozica {uy,uz,us} je linearno neodvisna, vendar ne napenja pro-
stora R*, zato tudi ni baza tega prostora.

+~

Vektorji pod (a) so linearno neodvisni, pod (b) pa linearno odvisni.

r

. Linearni podprostori v R® so mnoZice Sy, Ss in S5, mnoZici Sy in S,
pa nista.

6. MnoZica Sy je linearno odvisna. Da postane linearno neodvisna ji mo-
ramo odvzeti enega od prvih treh polinomov. MnoZica Sy je linearno
neodvisna. Linearno odvisna postane, ce ji dodamo katerikoli polinom,
ki je linearna kombinacija podanih.

7. MnoZice polinomov iz tock (a), (b) in (c) so linearno neodvisne, mnoZica
v tocki (d) pa je linearno odvisna. Izrazimo lahko npr. 26> +t +1 =
2324+t —5) + 5(t +13).

8.
Bs = {(1,1,1,1) (2,3,1,0), (1, 1,1, 1)}, dim(S) = 3,
Br = {(1,-1,-1,1),(2,-2,0,0),(3,-1,1,1)}, dim(T) = 3,
Bsor = {(2,0,2 0),( 1,1, 1)}, dim(SNT) =2,
Bsir = {(1,1,1,1),(2,3,1,0),(1,-1,1,-1),(1,—=1,-1,1)}, dim(T)
9.
By {(1,0,0,0),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)},
By = {(1,-1,0,0),(0,0,2,1)},
Buav = {(3,-3,2,1)},
Busv = {(1,0,0,0),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1),(1,—1,0,0)}.

10. Bazo R® dobimo npr., ée M dodamo elemente (1,0,0,0,0), (0,0,1,0,0)

n (0,0,0,0,1). Ti so tudi ena od baz komplementarnega prostora,
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11. Da jeU linearen podprostor prostora P3(R) pokazemo, ko preverimo, da
je za poljubne p,q € U in A\, € R linearna kombinacija \p + puq € U.

Ena od baz komplementarnega podprostora V je By = {3, x*}.

12. Da jeU linearen podprostor prostora P3(R) pokazemo, ko preverimo, da
je za poljubne p,q € U in A\, i € R linearna kombinacija \p + puq € U.

Baza komplementarnega podprostora V je By = {x}.
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Evklidski prostori

1. V vektorskem prostoru R? definirajmo (nov) skalarni produkt s pred-
pisom:
<(a7 b7 C)? (.CE, Y, Z)) = CL(.I' B Z) + Qby + 0(22 - .’L’)

Preveri, da predpis res ustreza vsem lastnostim skalarnega produkta. V
tem novem skalarnem produktu ortonormiraj standardno bazo prostora
R3.

2. V prostoru polinomov P3(R) imamo skalaren produkt

(p,q) = /_ 1 p(t)q(t)dt.

1

Poisci ortonormirano bazo podprostora
U={pePsR)|p(-1) =p'(1)}
glede na ta skalaren produkt.

3. V prostoru R* imamo vektorje a; = (1,0,1,0), as = (0,—1,1,0), in
as = (—1,0,0,1).

(a) Ortonormiraj mnozico {ay, as,az} glede na obi¢ajni skalarni pro-
dukt v R*.

(b) Oznac¢imo z A podprostor v R* napet na vektorje ai, as in as.
Izra¢unaj razdaljo vektorja b = (1,0,0,0) do prostora A.

4. Naj bo
W={(z,y,z,w) |z+2=0 in 2z+w=uy}.

PokaZi, da je W linearen podprostor prostora R* in poiséi tisti element
w € W, ki je najmanj oddaljen od elementa v = (—1,2,6,0). Koliksna
je ta razdalja?

5. V prostoru polinomov Py(R) imamo predpis
<CLO +a1xr + a2x2, bo + blx + b2$2> = aobo + (llbg + 2a1b1 + a261 + 2a2b2.

(a) Pokazi, da ta predpis predstavlja skalarni produkt na P(R).

(b) Pois¢i tisti polinom v podprostoru £(x?, x + 1), ki je najblize po-
linomu 22 + z + 2.
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6. Naj bo prostor R* opremljen z obi¢ajnim skalarnim produktom. Vsa-
kemu od naslednjih prostorov poiséi kaksno ortonormirano bazo:
Vi = (1,2,3,4)",
V, = Vi,
Vs = Vi,
Vi = (£{(1,2,3,4)H*.

Resitve
1. 'V novem skalarnem produktu ortonormirano standardno bazo sesta-

vljajo vektorji: (1,0,0), (0,?,0) in (1,0,1).

2. Eno od baz prostora U sestavljajo polinomi {1,x,x3}. Ce to mnoZico
ortonormiramo glede na podan skalarni produkt dobimo bazo

(2.5, /0o,

22"y A

3. (a) Ortonormirana mnoZica je

2 6 1 1 3 111
\/_(1707170)a\/_ __7_17_a0 7\/_ __a_7_71 .
2 3 2 2 2 3°3 3

(b) Razdalja b do prostora A je enaka d(b, A) = ||b — projab|| = %
4. W je linearen podprostor prostora R* z bazo
BW = {(17 07 _17 _2)7 (07 17 07 1)}

Za iskangje najbliZjega elementa potrebujemo ortonormirano bazo:

By, = {%6(1,0, ~1,-2), ?(1,3, ~1,1)}.

Potem je iskani w € W, ki je najmanj oddaljen od v, enak

w = projwv = %(—15, —3,15,27), razdalja pa je @

4,2 71 7
6. Ortonormirana baza prostora Vy je npr.

1 1 1
By, = 4 —(=2,1,0,0), —— (=3, —6,5,0), ——(—2, —4,—6,7) \ |
v {\/5( ) 75 VTR )}

za ostale prostore pa velja: Vo = L{(1,2,3,4)} in V3 =V, = V.
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Linearne preslikave
1. Podana je preslikava: A : R* — R*,
Alz,y,z,w) = (x —y,y + 2,2z, + w).

Pokazi, da je preslikava A linearna, nato pa poisci kaksno bazo jedra in
zaloge vrednosti te preslikave ter ugotovi, ali je injektivna/surjektivna/
bijektivna.

2. Podana je preslikava: A : R? — R3,
AT = (B2)T +(T7) 0.

Pokazi, da je preslikava A linearna, nato pa poisc¢i kaksno bazo jedra in
zaloge vrednosti te preslikave ter ugotovi, ali je injektivna/surjektivna/
bijektivna.

3. Podana je preslikava: A : P3(R) — P3(R),

(Ap)(z) = p(x — 1) — p(x + 2) + p(x + 1).

Pokazi, da je preslikava A linearna, nato pa poisc¢i kaksno bazo jedra in
zaloge vrednosti te preslikave ter ugotovi, ali je injektivna/surjektivna/
bijektivna.

4. Podana je preslikava A : R? — R*,
Az,y,2) = (x +2y,22 + 22,22 +y + 22,3z +y — 2).

(a) Pokazi, da je A linearna preslikava.

(b) Doloci stevilo b tako, da bo vektor y = (1,0,b,20) € Im(A) in
poisci vse vektorje, ki jih preslikava A preslika v .

(c) Preslikavi A priredi matriko glede na standardne baze podanih
prostorov.

5. Podana je preslikava A : Po(R) — Py(R),
(Ap)(x) = (2* + 1)p"(2) — (v + 1)p'(2) + 3p(x).

(a) Pokazi, da je A linearna preslikava.

(c) Preslikavi A priredi matriko glede na standardne baze podanih
prostorov.
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6.

10.

Podana je preslikava A : P3(R) — R3,
Ala + br + ca® + d2®) = (a+ b, b+ 2¢, ¢ + 3d).

(a) Pokazi, da je preslikava A linearna.

(b) Poisci kaksno bazo jedra in zaloge vrednosti preslikave ter ugotovi,
ali je injektivna/surjektivna/bijektivna.

(c) Preslikavi A priredi matriko glede na standardne baze podanih
prostorov.

Linearna preslikava L : P;(R) — P;(R) je definirana s predpisoma:
LE—1)=t+2 in L(t+1)=2t+1.

(a) Izracunaj L(5t 4 1).
(b) Doloéci L(at + b) za poljubna a,b € R.
(c) Zapisi matriko preslikave L glede na bazo B = {t — 1,t + 1}.

Dolo¢i parametre a, b in ¢ tako, da bo vektor (1,1,1) v jedru linearne
preslikave C', ki ji v standardni bazi pripada matrika:

a b ¢
[C]=|c 2b a
1 a 1

Za tako dolocene a, b in ¢ poisci kaksno bazo zaloge vrednosti preslikave

C.
Preslikava A : Py(R) — P2(R) je podana s predpisom:
(Ap)(@) = (&% + 1)p"(2) — (z + D' () + 3p(a).
Ugotovi, ali je preslikava A obrnljiva in poiséi njen obrat (¢e obstaja).
Linearni preslikavi A, B : R? — R3 sta podani s predpisoma:

A(x7y7z> = (x_y)y_z7z_‘r)7
B(l’,y,Z) = (':E_Zyay_Qsz_Qaj)'

Naj bo C = (A — B)A.

(a) Poisci predpis za preslikavo C ter kaksni bazi njenega jedra in
zaloge vrednosti. Ali je C bijektivna preslikava?
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(b) Zapisi matrike preslikav A, B in C glede na standardno bazo pro-
stora R3!

11. Naj bo D : Py(R) — P(R) operator odvajanja (tj. D(p) = p').
(a) Pokazi, da je D linearna preslikava.

(b) Zapisi matriko, ki pripada D v bazi B = (1 +z,1 + 2z,z + 2?).
(c¢) Ugotovi, ali je D bijekcija.

12. Naj bo linearna preslikava F : Po(R) — R? podana s predpisom
F(ax® +bx+c) = (a+2b+c,2b+ 2¢,a — c).
S naj bo standardna baza prostora P, za urejeno bazo R? pa vzemimo
B=((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)).

(a) Pokazi, da je F linearna preslikava.
(b) Poisci matriko, ki ustreza preslikavi F' v bazah S in B: [Fls 5.

bijektivna.
13. Naj bo preslikava L : R* — R? podana s predpisom
L(l’l, T2, T3, I4) = (.Il + T2,T3 + Ty, X1 + Ig).

(a) Pokazi, da je preslikava L linearna.
(b) Poiséci bazi jedra in zaloge vrednosti preslikave L.

(¢) Naj bo B = ((1,1,0,0),(0,1,1,0), (0,0,1,1), (0,0,0,1)). Poka,
da je to urejena baza prostora R*.

(d) Naj S oznacuje standardno bazo prostora R®. Dolo¢i matriko
[L]gs, ki pripada dani linearni preslikavi L v bazah S in B.

14. Linearni preslikavi A : R? — R?® v bazi U = (e, €9, e3) pripada matrika

1 0 3
A= {2 —1 2
1 7 5

Poisci matriko preslikave A? v bazi U’ = (fy, fa, f3), kjer so
Ji=e, fo=erte, [fz=e +ertes.

Koliksen je rang preslikave A%?
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15. V prostoru R? imamo urejeni bazi B; = ((1,2),(—2,1)) in
By = ((1,1),(—1,1)), v R3 pa bazi C; = ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1))
in Cy = ((1,1,0),(—1,0,1),(0,—1,1)) . Preslikavi f : R* — R3 glede na
bazi B in C; pripada matrika

Poisci matriko [f]g,c,, ki ustreza preslikavi f glede na bazi By in Cs.
KolikSen je rang preslikave f?

16. Linearni preslikavi £ : R® — R? glede na standardno bazo prostora R?
ustreza matrika

2 0 —1
L)=[11 —1
00 1

Pois¢i matriko [£]s, ki ustreza tej preslikavi v bazi
B=1((1,0,1),(0,1,0),(1,1,0)).

Koliksen je rang preslikave L7

Resitve

1. Preslikava A je linearna, Ker(A) = {0} in ena od baz zaloge vrednosti

Je
BIm(A) = {(L 07 07 1)7 (_17 1a 07 0)7 (07 17 L O)? (07 07 Oa 1)}a

torej je A ingektivna in surjektivna ter zato tudi bijektivna preslikava.

2. Preslikava A je linearna, bazi jedra in slike preslikave A sta na primer:
- —
BKer(A) = {7 X b } mn BIm(A) = {77 b }7
torej A ni ne injektivna, ne surjektivna in tudi ne bijektivna preslikava.

3. Preslikava A je linearna, Ker(A) = {0} in ena od baz zaloge vrednosti

je
Bim(a) = {2® — 62> — 62 — 8,27 — 4z — 2,2 — 2,1},

torej je A injektivna in surjektivna ter zato tudi bijektivna preslikava.
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_4 ~ : : 14 1
. (b) b= 35, iskani vektor pa ima koordinate (3,35, —3)-

(¢) Matrika preslikave A glede na standardne baze podanih prostorov je:

1 20
2 0 2
4] = 2 1 2
3 11
. (b) Inverz preslikave A je:
b b
st (3 )b

(¢) Matrika preslikave A glede na standardne baze podanih prostorov je:

. (b) Bazi jedra in slike preslikave A sta na primer:

2 6
BIm(A) = {(17070)7(1717())7(07073)}7

1 1
BKer(A) = {1—1‘—1——{62——1’3} in

torej A ni injektivna, je surjektivna in ni bijektivna preslikava.
(¢) Matrika preslikave A glede na standardne baze podanih prostorov je:

110
A=(0 1 2
00 1

wWw o O

. (a) L(5t +1) =8t + 7.
(b) Lat +b) = (352) £ + 2422,
(¢) Matrika preslikave A glede na podano bazo je:

E

.a=-=2,b=01nc=2, ena od baz zaloge vrednosti preslikave C pa je

1
2

(L = {

[SISU NI

3
2

Bimc) = {(—2,2,1),(0,0,-2)}.
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10.

11.

12.

13.

Preslikava A je injektivna in zato obrnljiva z obratom:

2a + 3D 3D+ 6¢c —2
A‘l(ax2+bx+c):%x2—l— a—6|— x+ +1§ e

(a) Predpis za preslikavo C je: C(z,y,z) = (y — 2,2 — x,x — y). Bazi
njenega jedra in zaloge vrednosti sta npr.

BKer(C) = {(1, 1, 1)} in BIm(C) == {(0, —1, 1), (—1, 1, 0)}

(b) Matrike preslikav glede na standardno bazo so:

(b) Matrika preslikave D v dani bazi je:

2 4 0
Dlgs = | -1 —2 1
0 0 0

(¢) Preslikave D ni bijekcija, saj ni ne injekcija (v njenem jedru so vse
konstante), ne surjekcija (Im(D) = P1(R)).

(b) Matrika preslikave F' v danih bazah je:

(¢) Baza ITm(F) je npr.
Bim(r) = {(1,0,1), (1,1,0)},
torej F' ni surjektiona in zato tudi ne bijektivna preslikava.
(b) Bazi jedra in slike preslikave L sta na primer:
Bkerry = {(1,-1,-1,1)} in By = {(1,0,1),(1,0,0), (0,1,0)}.

(c) MnoZica B je baza prostora R*, ker jo sestavljajo Stirje med seboj
linearno neodvisni (preveri!) vektorji iz R,
(d) Matrika preslikave L glede na dani bazi je:

o

[L]ss =

i V]

1
1
1

N
O = O
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1.

Y

2 8 12
A%y = | -18 —131 —61
20 48 190

rang preslikave A? pa je enak: 7(A?) = dim(Im(A?)) = 3.

|

rang preslikave f pa je enak: r(f) = dim(Im(f)) = 2.

15.
1
5

[f]BQCQ = |:§

[\
O Gt

16.
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Matrike 1n sistemi enacb

. Poisci vse matrike, ki komutirajo z matriko
1 -1
o= 7]
(tj. poisci vse 2 x 2 matrike A, za katere velja: AB = BA.)

. Izrac¢unaj vse kvadratne korene enotske 2 x 2 matrike (tj. poiséi vse
2 x 2 matrike A, za katere je A% =1T).

. Izracunaj vse kvadratne korene matrike

3

(tj. poisci vse 2 x 2 matrike B, za katere je B*> = A).

. Obravnavaj naslednji sistem linearnih enac¢b v odvisnosti od parametra
« ter poiSci vse njegove resitve:

r + ay + z =1
dr + 2y = 6
ar + 4y + az = 2.

. Obravnavaj naslednji sistem linearnih enacb v odvisnosti od parametra
[ ter poiSci vse njegove resitve:

r — Yy 4+ 2z + u = 1

2c + 3y — 2z — u = 0
S5 + by — 2z — u = [.

. Obravnavaj naslednji sistem linearnih ena¢b v odvisnosti od parametra
a in [ ter poiSci vse njegove resitve:

T — 3z 4+ x3 + x4 = 1
—x1 + 29 + 33 — 14 = «
6r1 — 1729 + 223 + fPry = 3.

. Obravnavaj naslednji sistem linearnih enacb v odvisnosti od parame-
trov a in b ter poisci vse njegove resitve:

ar + by + z =1
r + aby + z = b
xr + by + az = 1
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10.

11.

12.

13.

Obravnavaj naslednji sistem linearnih enac¢b v odvisnosti od parametra
a in b ter poiSci vse njegove resitve:

ar + y + z + t =1
r 4+ ay + z + t =D
r — y 4+ az + t = 0.

Obravnavaj naslednji sistem linearnih enac¢b v odvisnosti od parametra
a, b in ¢ ter poisci vse njegove resitve:

r 4+ 2y — 3z = a
3 — Yy + 2z =
r — 2y + 8 = c
Podani sta matriki:
1 10 2 2 3
A=13 1 1 in B=10 2 0
301 1 2 2

Resi matri¢no enacbo: B — XA = I (I je enotska matrika).

Naj bodo
2 =31 8 7 6 2 0 -2
A=14 -5 2|, B=|1 0 2|, C=[18 12 9
5 =7 3 1 10 23 15 11

in I enotska matrika. Poiséi matriko X, ki zadoSca enacbi:

AXB+ AXIT =C.

Podani sta matriki:

2 -1 0 1 0 O
C=10 2 2 in D=2 -2 0
0 0 1 0 3 2

Resi matriéno enacbo

XT'Cc =D
Poisci taksno matriko Y, da bo zadoscala enacbi

B+Y =YA- BA,
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14.

15.

16.

17.

18.

pri cemer sta:

211 1 0310
110 —1 0291
A=1011 i B=1y 48 0
001 0 00 40

Za naslednje matrike ugotovi, pri katerih vrednostih parametra ¢ so
obrnljive:

t 11 t—1 3 -3 1 t ¢
A= 1|1 t t|, B=|-3 t+5 =3/, C=11 ¢ ¢
11 ¢ —6 6 t—4 1 ¢t ¢6
Dana je matrika
a 0 0
A=12 1 4
311

Doloci parameter a tako, da bo ena izmed lastnih vrednosti matrike
A enaka 2. Poisci Se ostale lastne vrednosti ter lastne vektorje, ki
pripadajo najvecji lastni vrednosti.

Naj bo linearna preslikava f : R* — R? podana s predpisom:
flz,y,2) = (2 + 3y, —y + 4z, 32).
Poiséci njene lastne vrednosti in lastne vektorje.

Doloci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje simetricne ma-

trike
2 20

A=12 5 0
00 3
-1

Doloci e tako (ortogonalno) matriko P, da bo veljalo: PT = P~! in
PTAP = D za neko diagonalno matriko D. S pomocjo narejenega
izracunaj se A°.

Doloci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike

-1 4 -2
C=|(-34 0
-3 1 3

Ali dano martiko lahko diagonaliziramo? Ce jo lahko, doloéi tako obrn-
ljivo matriko P, da bo matrika P~'C'P diagonalna. Z uporabo Cayle-
yevega izreka izracunaj se C3.
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19. S pomocjo QR razcepa resi naslednji sistem linearnih enacb:

r + 3y + 2z = 1
2+ 2y = 2
32 = 3

—2r — y 4+ z = 2
2y + 2z = 0.

20. Poiséi linearno funkcijo f(z) = kx + n, ki najbolje ustreza podatkom v

21. Poisci polinom 2. stopnje p(z) = ax? + bx + ¢, ki najbolje ustreza
podatkom v tabeli (kvadraticno fitanje):

zi | —1]0[1]2
wl 4 ol1]2

22. Poisci resitve naslednjega sistema linearnih enacb po metodi najmanjsih

kvadratov:
r 4+ 2y + 2z = -1
r + 3y + 22 = 2
2 + 5y + 3z = 0
2x + z = 1
3 + y + 2z = =2
Resitve

1.
A:[b “], a,b€R.
—a b—a

2. Vsi iskani koreni so oblike :

1 0] . [EVI-be b bR
0 41 c VI —be|” 7 ‘

3. Dobimo dve resitvi:

+1 +1
B:{o ﬂ]'
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4. Ce jea = =2, sistem ni resljiv, v primeru o = 2 ima neskoncno resitev:

T -1 3
yl=A12]4+10|, AeER,
z -1 —1

za o # +2 pa je resitev:

T 1 3a+5
= 2

y _

z 22 +a) —3a—1

5. Sistem ni resljiv, ¢e je B # 1. Pri =1 pa so resitve sistema:
3
: —4 —2

0l A€ R

S ve r
|
SIS

0
0

6. Sistem ni resljiv pri parametrih =6, # 2. Pri f =6,a = 2 dobimo
dvodimenzionalen prostor resitev:

1 -8 -1 11
ro| |3 0
T3 - 0 + )\ 0 + H 1 ) >\’ 2 S Ra
Ty 0 1 0
pri B # 6 pa enodimenzionalen prostor resitev:
i) —3a -2 - §=% 11
To| —a—1 4
| = 0 + A E AeR.
a—2
T4 m 0

7. Sistem ni resljiv v primerih, ko jeb # a =1 alib # a = —2. V primeru
a =b=1 dobimo dvodimenzionalen prostor resitev:

x 1 -1 1
yl = (0] +A] 0| +p|0f, AupeR,
z 0 1 0
pri a = b = —2 enodimenzionalen prostor resitev:
x| -1 —2
yl=10+A| 1], AeR,
z | -1 —2
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ce pa je a # 1,—2, je resitev ena sama:

l1—a
1 2—b—ab

T 9 _ . _ .21 b
2aab_a

INEESSO

. Sistem ni resljiv, ce jea =1 1in b # 1. Pria =b =1 dobimo dvodi-
menzionalen prostor resitev:

T : -1 ~1
1
1= 1o +A 1 + L A€ R,
t 0 0 1
pri a # 1 pa enodimenzionalen prostor resitev:
x 1-0 1
Y 1 0 1
— A e , AER
dTa-1| b | T s
t ab+b—1 ~alatl)

. Sistem ni resljiv, ce velja: b = 2a + c¢. Ce to ne velja, ima sistem
neskoncno resitev:

T % -1
yl=1 0 | +X]|11|, XeR.
z b;f’“ 7
[—8 10 —7
X=]0 1 -1
-2 4 -3

rL 1 _3
2 2 4
x=[10 o
2 0 3
2 1 5 0
6 —4 7 13
SRl VRNV
2 -2 2 6
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1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.

Matrika A je obrnljiva za t € R\ {1, —1}, matrika B zat € R\ {4, —2},

matrika C pa za t € R\ {0,1,—1}.

a = 2, lastne vrednosti so \y = 2, Ao = —1, A3 = 3, lastni vektorji, ki
pripadagjo lastni vrednosti 3 pa so oblike a(0,2,1) pri o € R.

Lastne vrednosti preslikave f so \y = 2, A\oa = —1 in A3 = 3, ustrezni
lastni vektorji pa v1 = (1,0,0), vo = (1,—1,0) in v3 = (3,1,1).

1556 3110
. A°= (3100 6221

0
0

Lastne vrednosti matrike A so \y = 1, Ay = 3 in A3 = 6, ustrezni lastni
vektorji pa: v = (—2,1,0), vo = (0,0,1) in vz = (1,2,0).
2 1
B B
0 1 0 0 0 6

0

0

243

Lastne vrednosti matrike C so \y = 1, Ay = 2 in A3 = 3, ustrezni lastni
vektorji pa: vy = (1,1,1), vo = (2,3,3) in vg = (1,3,4). Matriko C
lahko diagonaliziramo, ker ima 3 linearno neodvisne lastne vektorje.

1
P=11
1

W W N
=~ W

100
., Plorp=10 2 0
00 3

Po Caylejevem izreku je

—13 16 -2
C*=6C"—-11C+6I = |21 —14 36
—21 —41 63
QR razcep matrike sistema je
1 3 2 1 20
2 2 0 1 2 00
A=10 0 3| =R, ng 0 0 3],
-2 -1 1 -2 10
0o 2 2 0 20
resitev pa x = %, Y= —% mz=1.
Iskana linearna funkcija je f(x) = —%m + %
Iskani polinom je p(x) = 22? — Tz + 3.
Resitev po metodi najmanjsih kvadratov je v = —%, Yy =

29
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w w o
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