Domace vaje iz LINEARNE ALGEBRE - Linearni prostori

. Dana je mnozica M = {(a,b,2b,a) | a,b €R} CR* in operaciji
(a,b,2b,a) + (¢,d,2d,c) = (a+ ¢,b+ d,2b+ 2d,a + ¢),
Aa, b,2b,a) = (Aa, Ab,2\b, Aa), X €R.
Prepricaj se, da je mnozica M s tema dvema operacijama realen vektorski prostor!

. Doloéi parameter a tako, da bo vektor (—1,a + 2, —2,a® + a + 1) pripadal podprostoru v R*, razpetemu na
vektorje (1,0,2,4), (3,1,1,2), in (5,1,5,3)!

. V linearnem prostoru R* so dani vektorji: v = (3,9, —4,-2), u; = (1,-2,0,3), up = (2,3,0,—1) in uz =
(27_17271)'

(a) Ugotovi, ali lezi vektor v v linearni ogrinjaci L£(u1, us, us3).
(b) Ali je mnozica {u1,u2,us} linearno neodvisna? Je ta mnozica baza prostora R*?

. Naj bodo a, b, ¢ in d linearno neodvisni vektorji v realnem linearnem prostoru V. Kaj lahko poves o linearni

(ne)odvisnosti vektorjev:
(a) ay =a+2c+d, by=2a—b+c,c; =a+c+d;
(b) aa=a+2c+d, by=2a—b+c,co=—a+b+c+d.

. Katere od naslednjih podmnozic prostora R® so linearni podprostori v R®?
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.V prostoru Pz polinomov najvec tretje stopnje sta podani naslednji mnozici:

Sy = {3,632 3 42,43 — 1},

Sy ={t? —1,t +1,t* - 1}.
Ce je mnozica linearno neodvisna, ji dodaj tak polinom, da postane linearno odvisna. Ce pa je mmozica
linearno odvisna, ji odvzemi tak polinom, da postane linearno neodvisna.

. Naj bo P5 linearen prostor polinomov najve¢ druge stopnje. Katere od naslednjih mnozic polinomov iz tega
prostora so linearno neodvisne? Ce je mnozica linearno odvisna, izrazi en njen element kot linearno kombinacijo
ostalih!

(a) {1,t,#* — 1},

(b) {t? +1,t—2,t+ 3},

(c) {2t* +t,¢* + 3,t},

(d) {2t +t+ 1,3t +t —5,t + 13}.
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. V R* imamo podprostora:

S =r{(1,1,1,1),(2,3,1,0), (1,-1,1,—1)},
T =rc{(1,-1,-1,1),(2,-2,0,0), (3, —1,1,1)}.

Poisci baze prostorov S, T, SN T in S + T! Koliksna je dimenzija teh prostorov?

. Naj bosta U in V podmnogici prostora R*:

= (a,b,c,d) | b+ c+d = 0},
V={(a,b,c,d) |a+b=0 in c=2d}.

Pokazi, da sta U in V' linearna podprostora v R* ter poiséi baze prostorov U, V, UNV in U 4+ V!

Dopolni mnozico M = {(1,2,1,2,0), (2, —1,—1,2,0)} do baze prostora R® ter pois¢i kakino bazo komplemen-
tarnega prostora R®\ £{M}.

V prostoru P3 polinomov najvec tretje stopnje imamo mnozico:
U={pePs|p(l) =p(2) =0}

Dokazi, da je U linearen podprostor prostora Ps, ter poiséi bazo njemu komplementarnega prostora V = Ps\U.

V prostoru Ps polinomov najvec tretje stopnje imamo mnozico:

U={pePs|p(0)=0}

Dokazi, da je U linearen podprostor prostora Ps, ter poisci bazo njemu komplementarnega prostora V = Ps\U.
RESITVE

(Objavljene so le resitve dokonéno oddanih nalog. Za pravilnost resitev odgovarjata demonstratorija.)

a=—2

(a) v = uy + 3uy — 2us (b) MnoZica {uy,uz,us} je linearno neodvisna, vendar ne napenja prostora R*, zato

tudi ni baza tega prostora.
Vektorji pod (a) so linearno neodvisni, pod (b) pa linearno odvisni.
Linearni podprostori v R® so mnoZice Sy, Sy in Ss, mnoZici S in Sy pa nista.

MnoZica Sy je linearno odvisna. Da postane linearno neodvisna ji moramo odvzeti enega od prvih treh poli-
nomov. MnoZica Sa je linearno neodvisna. Linearno odvisna postane, ce ji dodamo katerikoli polinom, ki je

linearna kombinacija podanih.

. MnoZice polinomov iz tock (a), (b) in (c) so linearno neodvisne, mnoZica v tocki (d) pa je linearno odvisna.

Izrazimo lahko npr. 2t +t + 1= 2(3t* +t — 5) + 3 (t + 13).

{(1,1,1,1) (2,3,1,0), (1,—1,1,—1)}, Dim(S) =3,
{(1,-1,-1,1),(2,—2,0,0), (3,-1,1,1)}, Dim(T) = 3,
{(2,0,2,0),(1,-1,1,—1)}, Dim(SNT) =2,
{(1,1,1,1),(2,3,1,0), (1,-1,1,=1),(1,—=1,—1,1)}, Dim(T) = 4.
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{(1,0,0,0),(0,1,0,-1),(0,0,1,—1)},
={(1,-1,0,0),(0,0,2,1)},

Bunv ={(3,-3,2,1)},

By+v ={(1,0,0,0),(0,1,0,-1),(0,0,1,-1),(1,-1,0,0)}.

Da jeU linearen podprostor prostora Ps pokazZemo, ko preverimo, da je za poljubne p,q € U in A\, u € R linearna

kombinacija Ap + pg € U. Ena od baz komplementarnega podprostora V je By = {a®,x2}.

Da jeU linearen podprostor prostora Ps pokaZemo, ko preverimo, da je za poljubne p,q € U in A\, u € R linearna

kombinacija A\p + uq € U. Baza komplementarnega podprostora V je By = {x}.



