10.

Domace vaje iz LINEARNE ALGEBRE - Matrike in sistemi enacb

. Poisci vse matrike, ki komutirajo z matriko

s=11 3

(To pomeni, poisci vse 2 x 2 matrike A, za katere velja: AB = BA.)

. Izracunaj vse kvadratne korene enotske 2 x 2 matrike (tj. pois¢i vse 2 x 2 matrike A, za katere je A2 = T).

. Izracunaj vse kvadratne korene matrike

=[5 7]

(tj. poiséi vse 2 x 2 matrike B, za katere je B2 = A).

Obravnavaj naslednji sistem linearnih ena¢b v odvisnosti od parametra a ter pois¢i vse njegove resitve:

T + oy + z =1
dr 4+ 2 = 6
ar + 4y + az = 2

Obravnavaj naslednji sistem linearnih enach v odvisnosti od parametra [ ter pois¢i vse njegove resitve:

T — y + 22 4+ u =1
2 + 3y — 2z — uwu = 0
5t + Sy — 22 — w = f

Obravnavaj naslednji sistem linearnih ena¢b v odvisnosti od parametra « in § ter poiséi vse njegove resitve:

rr — 32 + z3 + my = 1
—x1 + 29 4+ 3x3 — X4 = «
6x1 — 17z + 23 + Ba’f4 = 3

Obravnavaj naslednji sistem linearnih ena¢b v odvisnosti od parametrov a in b ter poiséi vse njegove resitve:

ax + by + 2z =1
z + aby + z =D
z + by + az =1

Obravnavaj naslednji sistem linearnih ena¢b v odvisnosti od parametra a in b ter poiséi vse njegove resitve:

ar + y + =z + t =1
T 4+ ay + z + t =0
T — Yy + az + t = 0

Obravnavaj naslednji sistem linearnih enaéb v odvisnosti od parametra a, b in ¢ ter pois¢i vse njegove regitve:

T + 2y — 3z = a
3r — y 4+ 2z = b
r — by + 8 = ¢
Podani sta matriki:
110 2 2 3
A=(3 1 1 in B=|(0 2 0
301 1 2 2
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Resi matri¢no enatbo: B — X A = I (I je enotska matrika).

Naj bodo
2 -3 1 8 7 6 2 0 -2
A=14 -5 2|, B=|1 0 2|, C=118 12 9
5 -7 3 110 23 15 11

in I enotska matrika. Poig¢i matriko X, ki zadosca enacbi: AXB + AXI =C.

Podani sta matriki:

2 -1 0 1 0 O
c=]0 2 2 in D=2 -2 0
0 0 1 0 3 2

Resi matri¢no enacbo X7C = D1,
Poiséci taksno matriko Y, da bo zadosc¢ala enacbi B+Y =Y A — BA, pri ¢emer sta:

1
-1
-1

0

OO N
O =
— =0

Za naslednje matrike ugotovi, pri katerih vrednostih parametra ¢ so obrnljive:

t 1 1 t—1 3 -3 1 t ¢
A=11 t t|, B=| -3 t+5 =3 |, C=|1 ¢ t
1 1 ¢ —6 6 t—4 1 ¢+ ¢

Dana je matrika

ter lastne vektorje, ki pripadajo najveéji lastni vrednosti.

Naj bo linearna preslikava f : R®> — R® podana s predpisom: f(z,y,z) = (22 + 3y, —y + 42, 3z). Pois¢i njene
lastne vrednosti in lastne vektorje.

Doloéi lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje simetriéne matrike

A=

O NN
O ot N
w o o

Doloéi $e tako (ortogonalno) matriko P, da bo veljalo: PT' = P~! in PY AP = D za neko diagonalno matriko

D. S pomoéjo narejenega izracunaj e A5.

Dolo¢i lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike

-1 4 -2
C=1-3 4 0
-3 1 3

Ali dano martiko lahko diagonaliziramo? Ce jo lahko, dolo¢i tako obrnljivo matriko P, da bo matrika P~1CP

diagonalna. Z uporabo Cayleyevega izreka izratunaj se C3.



. S pomocjo Q-R razcepa resi naslednji sistem linearnih enagb:

r + 3y + 2z =1
20 4+ 2y = 2
3z = 3

—2x — y + =z = 2
2y + 22 = 0

. Poiséi linearno funkcijo f(xz) = kx + n, ki najbolje ustreza podatkom v tabeli (linearno fitanje):

z; [0 1 2
yi 16 3 4

3
2

. Poiséi polinom 2. stopnje p(z) = az? + bx + ¢, ki najbolje ustreza podatkom v tabeli (kvadraticno fitanje):

.’L‘i|—1 0 1 2
yild 0 1 2

. Poisci resitve naslednjega sistema linearnih enaéb po metodi najmanjsih kvadratov:

T + 2y + z = -1
r + 3y + 22 = 2
2c + oSy + 3z = 0
2x + z = 1
3z + y + =z = =2
RESITVE
A= [ b a ],a,berR.
—a b—a
. Vsi iskani koreni so oblike :
+1 0 . +v1—be b
|: 0 :l:]_:| all |: c q:\/m 5 b,CEIR.
. e -
. Dobimo dve resitvi: B = [ 0 ﬂ:l] .
. Ce je a = —2, sistem ni resljiv, v primeru a = 2 ima neskonéno resitev:
T -1 3
y|l =Xl 2 [+ 0|, AX€ER,
b1 -1 -1
za a £ £2 pa je resitev:
T 1 3a+5
Y|l =551
i 22+ a) —3a—1

. Sistem ni resljiv, ¢e je B #1. Pri B =1 pa so resitve sistema:

ApeR.

S e 8
Il
+
>~



. Sistem ni resljiv pri parametrih § = 6,a # 2. Pri f = 6,a = 2 dobimo dvodimenzionalen prostor resitev:

1 -8 -1 11
2| | -3 0 4
2| | 0 + A 0 + 1| A€ R,
T4 0 1 0
pri B # 6 pa enodimenzionalen prostor resitev:
x1 —3a—2 —lg—:g 11
x2| —a — 4
2| = 0 + A uE AeR.
T4 %E% 0
. Sistem ni resljiv v primerih, ko jeb#a =1 alib# a=—2. V primeru a =b =1 dobimo dvodimenzionalen
prostor resitev:
x 1 -1 1
y| =(0]+A[ 0 | +p|0], ANueR,
z 0 1 0
pri a = b = —2 enodimenzionalen prostor resitev:
T -1 —2
yl=10|+AX[ 1], A€ER,
z -1 -2
¢e pa je a # 1,—2, je resitev ena sama:
1-a
— 1 2—b—ab

—a—a b
2—a—a b—a

[S IS

. Sistem ni resljiv, ce jea=11inb# 1. Pria=>b=1 dobimo dvodimenzionalen prostor resitev:

T % -1 -1

1= 10 + A 1 +u R A€ R,

t 0 0 1

pri a # 1 pa enodimenzionalen prostor resitev:
T 1-b 1
y| _ 1 0 1
2 — a— 1 —b + A Z,_—l—} . A € IR,
t ab+b—1 MJ{U
-

. Sistem ni resljiv, ¢e velja: b = 2a + c. Ce to ne velja, ima sistem neskoncno resitev:

T 2a]ji]-3b 1
yl=1] 0 |+x]|11|, XeRr
P b—3a 7

11

-8 10 -7

-2 4 -3



1 1 1
11. X =1 2 3
2 31

1 1 3
? 2 T2
12.Xx=| 1 0 o
-3 0 3
2 1 5 0
6 —4 7 13
13.Y=14 4 4 12
2 -2 2 6

14. Matrika A je obrnljiva za t € R\ {1, -1}, matrika B za t € R\ {4, -2}, matrika C pa za t € R\ {0,1,—1}.

15. a = 2, lastne vrednosti so \y = 2, Aoy = —1, A3 = 3, lastni vektorji, ki pripadajo lastni vrednosti 3 pa so oblike
a(0,2,1) pria € R.
16. Lastne vrednosti preslikave f so A1 = 2, A2 = —1 in A3 = 3, ustrezni lastni vektorji pa v1 = (1,0,0),

va = (1,-1,0) invs = (3,1,1).

17. Lastne vrednosti matrike A so Ay = 1, A2 = 3 in A3 = 6, ustrezni lastni vektorji pa: vi = (=2,1,0), vy =
(0,0,1) in vs = (1,2,0).

0 = -& 100 1556 3110 0
P=|p % % , PTAP=1|0 3 0, A® = 3100 6221 O
19 0 00 6 0 0 243

18. Lastne vrednosti matrike C so Ay = 1, Ao = 2 in A3 = 3, ustrezni lastni vektorji pa: vi = (1,1,1), v2 = (2,3,3)
in vy = (1,3,4). Matriko C lahko diagonaliziramo, ker ima 3 linearno neodvisne lastne vektorje.

1 21 1 00
P=|1 3 3]/, Plcp=1]0 2 0
1 3 4 0 0 3
Po Caylejevem izreku je
-13 16 =2
C*=6C*-11C+6I=|-21 -14 36
—-21 -41 63
19. Q-R razcep matrike sistema je
1 3 2 1 2 0
2 2 0 1 2 00 330
A=]10 0 3| =QR, Q:§003, R=1|(0 3 3],
-2 -1 1 -2 1 0 0 0 3
0o 2 2 0 2 0
resitev pa T = %, Yy = —g mz=1.
20. Iskana linearna funkcija je f(x) = —1z + 25—7

21. Iskani polinom je p(z) = 3% — Tz + 3.

22. Resitev po metodi najmangsih kvadratov je x = —



