RACUNSKI DEL IZPITA IZ LINEARNE ALGEBRE
(13.4.2007)

Navodilo: Vsako nalogo resuj na stran, kjer je napisana, ali pa jasno oznaci
mesto z reSitvami. TocCkovanje: 25 4 25 + 25 + 25. Cas reSevanja: 90 minut.
Srec¢no!

1. naloga: Prepricaj se, da se premici

p:Tp(A) =(1,0,1)+A(1,1,0)  ter  q:Tq(A) =(1,2,0)+A(2,0,—1)
ne sekata. (Torej sta mimobezni.) Med premicami, ki sekajo premico g in so
vzporedne premici p, poiSéi tisto, ki je premici p najblizja.

RESITEV: Premici se p in q se bosta sekali, ¢e ima enacba (zaenkrat zapisana v vek-
torski obliki)
(])O»]) +}\(]»]>O] = (]\2»0) + u(2»0>7])

resitev. Zgornja enacba pa v resnici doloca sistem linearnih enacb:

T+A=1+42y,
A=2,
1=—pu.
Zadnji dve enacbi pravita A\ = 2 in u = —1. Ko ti dve vrednosti vstavimo v prvo
enacbo, dobimo 1+ 2 = 1 — 2 oziroma 3 = —1, kar je seveda neumnost. Sistem je

torej protisloven—nima resitev in premici p in q se ne sekata.

Drugi del naloge je teZji. Naj bo p’ tista premica, ki jo zahteva naloga. Jasno je njen
smerni vektor enak smernemu vektorju premice p (saj sta vzporedni), torej s, = ?p/ =
(1,1,0). Ker stap inp’ razli¢éni vzporedni premici (p ne seka q, p’ pa jo), dolo¢ata neko
ravnino . Poi$¢imo najprej to ravnino!

Normalni vektor ny ravnine £ je pravokoten na smerni vektor premice p (in p’),
poleg tega pa je tudi pravokoten na daljico, ki povezuje to¢ki na premicah p in q, v
katerih sta si premici p in q najblizji. Ta daljica je seveda pravokotna na oba smerna
vektorja, tji. na s, in sq, in zato vzporedna vektorskemu produktu's, x sq. Iz vsega
skupaj sledi, da lahko zans vzamemo

My =sp % (sp x5q) = (1,1,0) x ((1,1,0) x (2,0,—1)) =
= (]7]»0) X (_1»172) = [_272»2)'
Ker ¥ vsebuje premico p, torej tudi tocko (1,0, 1), za enacbo ravnine dobimo
(-2,2,2) - (x,y,2) = (—2,2,2)- (1,0,1) =0 . —2x+2y+2z=0
ali, po deljenju z —2,
Y:x—y—z=0.

Tocka, v kateri premica q prebada ravnino £, je hkrati to¢ka, v kateri premica p’
seka premico q. Poiskati moramo le $e prebodi$¢e pa bo premicap’ povsem dolo¢ena. V
enacbo ravnine X vstavimo parametrizacijo premice q:

(T4+2N)=24+A=0 .. 3A=1 . A=
%72» -
p’ T (A) = (3,2,—3) +A(1,1,0).

W= wl=

Prebodis¢e je torej v tocki s krajevnim vektorjem T ( 13) = ) in premicap’ je



2. naloga: Vektorji a, binc razpenjajo tetraeder T. Paralelepiped P pa je razpet
na vektorje

U=a+b, v=a+c ter w=b+c.
Vektorja U in v sta pravokotna, vektor w pa oklepa z ravnino, ki jo dolo¢ata
u in v, kot 30° = %Z. PoiS¢i volumna paralelepipeda P in tetraedra T, ce je
ull = (vl = llwll = 2.

RESITEV: Volumen tetraedra izrazimo z meSanim produktom
Volr = ¢ Hﬁ,g,?] ‘

Volumen paralelepipeda izrazen z mesanim produktom pa je
Volp = |[iL, v, ]|

Vemo

[u,v,w] = (uxV) W= ||ft ><7H ||7v|| COS &,

kjer je o kot med vektorjema w x v in w. Vektorski produkt vektorjev u in v pa je
7T

pravokoten na ravnino, ki jo vektorja U inv doloéata, zato je o = 90° — 30° =60° = 5.
Poleg tega jeﬂu X vH ploscina paralelograma doloCenega z vektorjema u in v, oziroma,
ker sta u in v pravokotna in enako dolga, plo$¢ina kvadrata s stranico dol#ine 2. Pa
dobimo
[uxV| [w]| cosZT=2-2-2-1=4.

Volumen paralelepipeda P je torej enak 4.

Se volumen tetraedra moramo izra¢unati. Me$ani produkt je linearen v vsakem od
argumentov posebej, poleg tega pa je enak 0, Ce so vektorji linearno odvisni. Posebej je
mesani produkt enak 0, Ce v njem nastopata dva enaka vektorja. S pomocjo teh lastnosti

izpeljemo

—
_Fzﬂ+ﬁia+ﬁiﬂ+ﬁ@q+ﬁiﬂ+ﬁiq_

:_Faq_FaQZJFaj,

kjer smo pri predzadnjem enacaju upostevali, da zamenjava dveh vektorjev v mesanem
produktu spremeni predznak le-tega. Od tod sledi

Volp = [[t,v,w]| = 2| [a,b,¢]
ali L
Ha,b,c” = 1volp
in zato
. lVOIP =4 =

—1lq 1 1
VOIT— ‘ ‘_6 3 5 3



3. naloga: V standardni bazi prostora R3 zapi$emo vektorje
=(1,1,0), az=(1,0,1) ter a3=(0,1,1).

(a) Alije {a;, a2, a3} baza prostora R3? Ah lahko vektor b = (1,1,1) zapiSemo
kot linearno kombinacijo VektorJeV a7, ap in az?
(b) Za linearno preslikavo T: R — R* velja

Ta; =(1,0,1,0), Ta>=(0,1,1,0) in Tas=(1,1,0,0).

Koliko je Tb? Ali je T injektivna?
RESITEV:

(a) Vektorji 31, @» in a3 bodo tvorili bazo prostora R, ée bodo linearno neodvisni,
saj dimR> = 3. Enakost

Aar + paz +vas =A(1,1,0) + p(1,0,1) +~v(0,1,1) = (0,0,0)

doloca sistem treh linearnih enacb

A+u+0=0,
A+0+v =0,
0+ pt+v=0.

V matri¢ni obliki

1 1 0 00
1 0 1 -1 1]0].
0 1 1 0 210

Ena od resitev homogenega sistema je gotovo A = 0, u = 0, v = 0. Ker pa
ima zadnja matrika na diagonali le nenicelne elemente (pod diagonalo pa nicle),
sledi, da je to edina resitev. Vektorji a1, a, in as so torej linearno neodvisni in

20T

{a1, a2, a3} je baza za R3.

o O O
| I
14
—
o O =
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Ker je {a1, ., as} baza za R?, se b zagotovo dd izraziti z linearno kombinacijo
vektorjev a1, a; in as. Konkretna izrazitev je

b:% (1]-}-62-1—63).

Pois¢emo jo pa tako, da na enak nacin kot zgoraj resimo sistem

T 1 0]1 1T 1 01 10 of 1
10 1|1 |~|0 =1 1(0{~|0 =1 0|-31.
0 1 11 0 0 2|1 o 0 1| %

(b) Ker je T linearna, velja

To=T (L (a1 +a2+a3)) =L (Tas + Taz + Tas) =
= 3((1,0,1,0)+(0,1,1,0) + (1,1,0,0)) = (1,1,1,0).
Za injektivnost bo dovolj opaziti, da so vektorji Tay, Ta, in Tas linearno neodvisni

(kar preverimo na enak nacin kot zgoraj). Vektorji Tai, Ta, in Tas torej tvorijo
bazo za podprostor im T C R*. Dimenzijska enacba pravi

dimker T + dimimT = dimR® . dimkerT +3 = 3.

Takoj sledi dimker T = 0 aliker T = {0} in T je injektivna.



4. naloga: Poisci vse lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike
0 11
A=]0 2 0
110
Poisti $e matriko P, da bo P~ ' AP diagonalna, in izra¢unaj A*.
RESITEV: Najprej poiséemo karakteristi¢ni polinom pa (A) matrike A:

paA) =det(A—Al)=| 0 2—A 0 |=—| 1 1T A=
1 T —A 0 2—-A 0

(pred zadnjim enacajem smo zamenjali 2. in 3. vrstico, sedaj bomo pa zamenjali Se 2. in
3. stolpec)

A1 N
= 1 A 1 :‘ : _7\‘(24):0\2*1)(24\):
0 0 2-—A
=(1T4+A)(T=A)(2—=2).
Lastne vrednosti so seveda nicle polinoma pa (M), tesoA = —1, A, =1inA; = 2.

Da pois¢emo lastne vektorje, moramo poiskati netrivialne resitve sistemov
(A—=NI)v=0.

(Za natanéen postopek glej resitve prejsnijh izpitov ali kolokvijev.) Kar dobimo so vektorji
(po vrsti, za lastne vrednosti —1, 1 in 2)

B 1 B 1 R 1
v = 0 , V2 = 0 in V3 = 1 .
-1 1 1

1T 1 1
P= { 0 0 1 ]
[—1 1 1 J
njen inverz pa je
1 1 0 -1
P =21 =2 1
Z1lo 1 o0
Matrika }
-1 0 0
P'AP=| 0 1 0 |=D
| 0 o0 2

je diagonalna in zato

4
Al = (PDP”) —PD'P ! =

1T 11 10 0
0 0 1 01 0
-1 1 1 0 0 16

1 1 0 -1 1 15 0
5 1T -2 1 =0 16 0 |.
0 1 0 0 15 1



