RACUNSKI DEL IZPITA IZ LINEARNE ALGEBRE
(13.6.2007)

Navodilo: Vsako nalogo reSuj na stran, kjer je napisana, ali pa jasno oznaci
mesto z reSitvami. Tockovanje: 20 + 25 + 30 + 25. Cas reSevanja: 90 minut.
Srec¢no!

1. naloga: Naj bosta a in b linearno neodvisna vektorja.

(a) Prepricaj se, da sta tudi vektorja a’ = 2a + bterb —a + 2b linearno
neodvisna.

(b) V kak$nem razmerju sta plo$¢ini paralelogramov P in P’, ¢e je P paralelo-
gram razpet na vektorja a in b, P’ pa paralelogram razpet na vektorja a’
inb’?

RESITEV:

(a) Da dokazemo, da sta vektorja a’ in b’ linearno neodvisna, moramo iz enacbe
Aa’ + pb’ = 0 izpeljati A = p = 0. Enakost najprej preuredimo:

Aa/ +ub’ = A (2E+b) +u(3+2§) — (A +wa+ (A +2wb=0.
Ker sta vektorja a in b linearno neodvisna, iz zadnje enakosti sledi:

A+p=0,
A2u=0.

Zgornji homogen sistem pa ima za edino resitev (A, 1) = (0,0), saj
2 110 N 1 2|0 N 1 210 N 1 0|0
1 210 2 110 0 =310 0 110"

Sledi torej A = u = 0 in vektorja a’ inb’ sta linearno neodvisna.

(b) Plos¢ino paralelogramov P in P’ izrazimo z normo vektorskega produkta vektorjev,
ki ju razpenjata: B B
. Pl = [[a’ x b

Iz

takoj sledi pl,, = 3pl,. Razmerje plo$¢in paralelogramov P in P’ je enako ]3



2. naloga: Tocke A(1,0,1), B(4,—1,—1) in C(0,—3,3) dolocajo ravnino X, pre-
mica p pa ima smerni vektor s = (2,1,—2) in gre skozi tocko A. Ravnino X
prezrcalimo ¢ez premico p in dobimo ravnino X’. PoiS¢i enacbo ravnine X'!

RESITEV: Vse kar moramo storiti, je poiskati zrcalni sliki B’ in C’ to¢k B in C &ez
premico p. Ravnina £’ je potem doloéena s to¢kami A, B’ in C’.
Naj bo By tocka na premici p, ki je pravokotna projekcija tocke B na p. Jasno je

Tog =T +Acs
za nek Ao € R. Ker je By pravokotna projekcija B na p, mora veljati $e (tg —?BO) 1s, tj.
(rg —TB,) -5 = 0.

V to enatho vstavimo Tg, = Ta + Aos pa dobimo

e - = - - — TB —TA)S
(rg —Ta —Aos)-s=0 . (rg—rTa):-s= }‘0”5”2 oo Ao = ‘FB ||;||}2\)
s
Krajevni vektor to¢ke B’ dobimo tako, da od?g odstejemo dvakratnik raz]ike?go 7?3.
(Skica bi bila dobrodosia . . .) Torej

Tg’ =TB —2(?]30 —T‘B) =2TBO — TR = 2TA +2}\05—T'B,

kjer je \o tisti iz prejs$nje enacbe. Prav taka formula pa velja tudi za C’, tj.

(rc —rta)-s

?C’ :2?/\ +2A]§\—?C 5 )\] == W
S

Pora¢unamo

N (g —7a)-s  (3,-1,-2)-(2,1,-2) 6—1+4
o = — _ _

]I 22 4+12 4 (-2)2 9 !

zato R
T/ :2(])0)1]+21(2v1>_2]_(4)_1)_]):(2v3>_1]‘

Podobno

N e=Ta)s (=1,-3,2)-(2,1,-2) _ -2-3-4
| = - - -

Is])? 224124 (=22 9 -

in
?C' :2“10a1)+2 (_1)(2)11_2)_ (O>_3»3) = (_2)113)

Imamo torej prezrcaljeni to¢ki B'(2,3,—1) in C’(=2,1,3). Od tod lahko dobimo nor-
malni vektor ravnine L', le-ta je vzporeden vektorskemu produktu

(tgr —TA) X (Ter —7a) = (1,3,-2) x (=3,1,2) = (8,4,10).
Vzamemo lahko karny, = (4,2,5). Iz
s/ TaA =(4,2,5)-(1,0,1) =44+5=9
sledi, da je enacba iskane ravnine

S idx + 2y +52=09.



3. naloga: Linearni preslikavi .A: R3> — R3 pripada v standardni bazi prostora
R matrika

4 -2 2
A=| 0 3 0
—6 -1 4

(a) Najboil ={(x,y,z) € R3 | z = x +y} podprostor v R3. Ali za vsak u € U
velja A(u) € U? (Pravimo, da je U/ invarianten podprostor za A.)

(b) Poisci vse lastne vrednosti preslikave A, tj. lastne vrednosti matrike A.

(c) Poisdi tiste lastne vektorje preslikave A, ki lezijo v podprostoru ¢!
RESITEV:

(a) Vsak vektoru € U je oblike u = (x,y, x +y), v standardni bazi R? pa mu pripada

stolpec
]

[x+yJ‘

Vektorju A(u) pa v standardni bazi R® pripada

X -4 -2 2 X —2x
v = 0 3 0 Yy = 3y .
x+y -6 —1 4 x+y —2x+ 3y

Od tod sledi A(x,y,x +y) = (—2x,3y,—2x + 3y), v tem vektorju pa je tretja
komponenta oéitno vsota prvih dveh. Sledi A(u) € U, U je torej invarianten
podprostor za A.

A

(b) Lastne vrednosti matrike so nicle karakteristicnega polinoma

4N 2 2
PAA) = det(A — Al) = 0 3-A 0 |=
-6 S R §

=(B=A)(—(A+ANA—-A)+12)=3=A)2+A)(2—]).

Lastne vrednosti so torej Ay = —2, A, = 2 ter A3 = 3.

(c) Vto¢ki (a) smo izratunali A(x,y,x +y) = (—2x, 3y, —2x + 3y). Ce v to enakost
vstavimo x = 1 iny = 0, dobimo

A(1,0,1) =(-2,0,-2) =—-2(1,0,1).

Vektoru; = (1,0,1) je torej lastni vektor (k lastni vrednosti —2) za A, ki leZi vU.
Ce v prejsnjo enakost vstavimo Se x = 0 iny = 1, dobimo $e lastni vektor (0,1, 1),
saj

A(0,1,1) =(0,3,3) =3(0,1,1).
Dobili smo torej Se lastni vektorus = (0, 1 , 1) (k lastni vrednosti 3) za A, ki leZi v
U. To pa so Ze vsi lastni vektorji za A, ki lezijo v U, saj je mnoZica {u,,us} baza
zald.
OpPOMBA: Nic ne bi bilo narobe, Ce bi lastne vektorje poiskali na ‘obicajen’ nacin,
vendar koncamo precej hitreje, ¢e lastne vektorje kar ‘uganemo’.



4. naloga: Re$i matri¢no enacbo
AX+A)=2X+A,

¢e je A matrika

1 0 2
A=|3 1 =3
2 -1 0
RESITEV: Najprej izpeljemo
AX+A)=2X+A . AX+A?=2X+A - AX-2X=A-A’
(A—2DX=A(I—-A) . X=(A=20)"A(I-A).

Porac¢unamo se:

-1 0 2
A—-21= 3 -2 =3

1 0 2 0 0 -2 -4 2 0
AI-A)=|3 1 -3 30 3 |=|3 -3 —6].
2 -1 0 —2 1 1 30 -7

Matriko X lahko sedaj pois¢emo z Gauss—dJordanovo eliminacijo

in

(A=2D) |A(T—=A)]~---~[T[(A=2D)"A(I-A) =[1]X].
Konkretno:
[—l 0 2 —4 2 O'| M1 0 -2 4 -2 O'|
3 -1 3|3 -3 -6|~10 -1 3|-9 3 —61|~
[2 -1 =213 0 —7J |0 -1 2|5 4 —7J
M1 0 0| -4 —4 2
~ 0 -1 0 3 6 -9 |~
Lo 0 1|4 1 -1
[1 0 0|4 —4 2
~ o1 0|-3 -6 9 |.
[0 0 1|4 -1 1

Od tod preberemo



