RACUNSKI DEL IZPITA IZ LINEARNE ALGEBRE
(22.1.2007)

Navodilo: Vsako nalogo reSuj na stran, kjer je napisana, ali pa jasno oznaci
mesto z reSitvami. Tockovanje: 20 + 25 + 25 + 30. Cas reSevanja: 90 minut.
Srec¢no!

1. naloga: Ravnini X in A sta dani z enacbama
Yix+3y—z=2,
ANix+2y—2z=-2.

Ravnina IT pa je pravokotna na ravnini X ter A in vsebuje toc¢ko T(3,2,0). Pois¢i
koordinate toc¢ke Q, v kateri se te tri ravnine sekajo, tj. tocko iz preseka XINANTI.

RESITEV: Iz enacb ravnin £ in A preberemo ustrezna normalna vektorja
ny =(1,3,-1) in na=(1,2,-2).

Ker je ravnina TT pravokotna na ravnini £ in A, je njen normalni vektor pravokoten na
normalna vektorja teh dveh ravnin. Recimo

nn=ng xna = (1,3,-1) x (1,2,-2) = (—4,1,-1).
Da dobimo enacbo ravnine T1, izratunamo Se

T = (—4,1,-1)-(3,2,0) = —10
in enacba ravnine TT je —4x +y — z = —10 ali, ¢e le-to pomnozimo z —1,

M:dx—y+2z=10.

Tocka v preseku vseh treh ravnin je tocka, za katero veljajo vse tri enacbe ravnin hkrati.
Resiti moramo torej sistem:

x+3y —z=2,
x+2y—2z=-2,
4x—y +z=10.

Lotimo se ga seveda z Gaussovo eliminacijo:

1 3 —1 2 1 3 —1 2 1 112

1 2 =2|=2|~]l0 =1 =1|—=4|~]0 1 1|4~

[4 -1 1 10] [o -9 9 13] [o-1 1 z]
N[l 3 -1 2'|N[1 002'|
o0 20el oo 1|3

in tocka v preseku je Q(2,1,3).



2. naloga: Tocke A, B, C, D, E in F so oglis¢a poSevne tristrane prizme. Tocka
P je razpoloviSce stranice BC, tocka S pa sredisce pravokotnika BCFE. Toc¢ko v
preseku daljic AS in DP oznacimo s Q.

(a) Izrazié vektor /fQ kot linearno kombinacijo vektorjev a= XB, B = AAC in
c=AD.
(b) Koliksen delez prostornine prizme ABCDEF zavzame tetraeder ABCQ?
RESITEV:

(a) Iz skice (ki je tu ni) lahko razberemo

A;

AQ=AAS = 2(@+b+70)

N

ali AQ=c+uDP=c+p(ia+1b—0c).

Vektor AS smo torej izrazili na dva moZna naéina z vektorji a, b in c. Skalarja A
in p sedaj dolo¢imo iz enacbe
) N N - - -
S(a+b+c)=c+p(ya+3b—7¢)

(a+b+c)=

N> N

od koder iz linearne neodvisnosti vektorjev a, b in c sledi

A A A

A A A T
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(Da dve od treh enacb pravita isto, nas ne preseneca. Resujemo sistem treh enacb
z dvema neznankama, ta pa mora imeti resitev, saj se daljici AS in DP sekata.) Iz

prve enacbe sledi i = A in iz tretje dobimo

A 3A 2
==1-X .. 771 c 7\75.
Vektor ;Q je torej
AQ — %1(6+§+?) = l(E+§+?)
32 3 ’

Isto stvar pa lahko dobimo tudi s povsem geometrijskim premislekom. Oznacimo z
R razpolovis¢e daljice EF in si oglejmo trikotnik APR. Daljici AR in DP sta diago-
nali paralelograma APRD, zato se vzajemno razpolavljata v neki tocki, ozna¢imo
jo s T. Daljica TP sedaj povezuje razpolovisce stranice AR z nasprotnim oglis¢em P
trikotnika APR. Prav tako daljica SA povezuje razpoloviS¢e stranice PR z naspro-
tnim oglis¢em A trikotnika APR. Daljici TP in SA sta seveda tezi$¢nici trikotnika

vevy

APR, zato se sekata v teziS¢u Q. Torej
AQ = %/fs = %(E+§+?).

(b) Prostornini prizme ABCDEF in tetraedra ABCQ izrazimo z me$anim produktom:

VaABCDEF = % HH,R?]

>
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Za razmerje prostornin tako dobimo

Vagscq _ 1

Vascper 9



3. naloga: Pokazi, da sta podmnozici

U={xvy,z,w) e R* Ix+y=0,z+w=0}
ter V={(x,y,z,w) eR*|x+y+z+w=0}

vektorska podprostora v R* in doloti dimenzije prostorov i, V, U NV inU + V.

RESITEV: Za¢nimo z U. Iz enaébx +y =0 inz+w = 0 dobimoy = —x terw = —z in
mnoZzico U lahko opiSemo kot

U={x,—x,z,—z) | x,z € R}.

Naj bosta wy = (x1,—x1,2z1,—21) ter ua = (x2,—x2,22,—22) poljubna elementa iz U.
Preveriti moramo, da je tedaj tudiw, + Auy € U za vsak skalar A € R.
ur +Auz = (x1,—x1,21,—21 ) +)\(X2,—Xz,lz,—22) =
= (X] +)\X2,—X1 —)\Xz,Z] +)\Zz,—Z1 — 7\22) =
= (x1 4+ Ax2, —(x1 +Ax2),2z1 + Az2, — (21 + Az2))

to pa je element mnoZice U in U je zato vektorski podprostor.
Preverimo lastnost podprostora Se za V, tokrat malo drugace. Naj bosta

vi = (x1,y1,2z1,w1) in vz = (x2,Y2,22,W2)

poljubna elementa mnoZice V. To pomeni, da sta vy in v, Cetverici realnih Stevil, za
kateri velja
x1+yr+z1+wi =0 in x2+y2+z+w2=0.

Vemo seveda, da je

vi +Avz = (x1,U1,21,W1) + A(x2,Y2,22,W2) =
= (x1 +Ax2,y1 +Ayz,z1 + Az2, Wi + Awy).

Preveriti pa moramo Se, da tudi za to zadnjo Cetverico velja enacba, ki dolo¢a V:

X1 +Ax2 +y1 +Ay2 +z1 + Az + wi +Aw, Zo.
Ce nekoliko preuredimo levo stran, dobimo
x1+yr+zi+wr +Ax2+y2+z2+w2)=0+A-0=0.

Tudi V je torej vektorski podprostor.
Da dolo¢imo dimenziji prostorovU in V, najprej poi§¢emo njuni bazi:

BZ,{ :{(1v_1)070)7(0»0)17_])}J
BV :{(1)0)01_]))(0»1)07_])7(070)1)_1)}‘

Sledi torej dimU = §By = 2 in dimV = #§By = 3. Racunanje dimenzij prostorov
UNYV ter U + V si precej poenostavimo, ¢e opazimo, da je U podprostor v V. Res:
u = (x,y,z,w) € U pomenix+y = 0 inz+w = 0, od koder seveda sledi x+y+z+w = 0
in zatou € V. Veljatoref U NV = U terUd +V = V in zato dimU NV = 2 ter
dimi +V = 3.



4. naloga: V standardni bazi prostora R® ustreza lin. preslikavi 7: R® — R3
matrika

3.0 1
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(a) Poisci vse lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike J.

(b) Izberi lastne vektorje matrike J tako, da bodo paroma pravokotni (e Ze
niso), nato pa....

(c) ...poisti $e ortonormirano bazo prostora R3, v kateri pripada linearni

preslikavi 7 diagonalna matrika.

RESITEV:

(a) Najprej dolo¢imo karakteristi¢ni polinom matrike J:

3-2 0 1 3—2 1 0
pfA)=detJ—A)=| 0 2—-A 0 |=—| 0 0 2-A|=
1 0 3—-A 1 3-2 0
3—-A 1 0
= 1 3=A 0 |=(B3=-A*=1)2-=)
0 0 2-A
=(4-N2-N>2.

Lastne vrednosti so torej A1, = 2 ter A3 = 4. Ko reSimo ustrezne sisteme

_

(J—MI)w :6,

dobimo tri pripadajoce lastne vektorje

(b) Zgornﬂ ]astm Vektorﬂ so Ze paroma pravokotni, tj. vsi trije skalarni produkn Viva,
V1 - V3 ter v, - v3 so enaki 0. (Ker smo pri lastni vrednosti Ay » = 2 dobili dva
linearno neodvisna lastna vektorja, bi ju seveda lahko izbrali tudi tako, da ne bi
bila pravokotna. To pa lahko seveda brez tezav odpravimo z drugo izbiro.)

(c) Vektorji 71,32 tervs Ze tvorijo bazo za R3, v kateri je J diagonalna, pravokotni
so tudi Ze, treba jih je le Se normirati, tj.

i

Uy = ;1” .

Ortonormirana baza za R*, v kateri pripada J diagonalna matrika, je potem

L 1 1 0 1 1
Bps ={wi,uz,uz} =< — 0 1 ,—= 1| 0 .
R 1,U2,U3 K 72 ]
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