RACUNSKI DEL IZPITA IZ LINEARNE ALGEBRE
(31.1.2007)

Navodilo: Vsako nalogo resuj na stran, kjer je napisana, ali pa jasno oznaci
mesto z reSitvami. TocCkovanje: 25 + 25 4 25 + 25. Cas reSevanja: 90 minut.
Srec¢no!

1. naloga: Prezrcali premico
z—1
2
Cez ravnino =, ki jo dolocajo tocke A(2,0,—1), B(1,4,1) ter C(2,—3,-2).

p:x=y—2=

RESITEV: Za zacetek poiséimo enacbo ravnine =. Za normalni vektor vzamemo kar

Nz = (15 — Ra) x (Tc —7Ta) = (=1,4,2) x (0,—3,~1) = (2,~1,3).

Enacba ravnine bo torej oblike

N

nz-(x,y,z) =2x—y+3z=d,
vendar moramo d $e dolo¢iti. V zgornjo enacbo preprosto vstavimo koordinate ene izmed
to¢k A, B oz. C pa imamo
d=2-2-1-043-(-1)=1
in iskana enacba ravnine je
Z:2x—y+3z=1.

Enacbo prezrcaljene premice p’ pa poi$éemo tako, da éez ravnino prezrcalimo dve
(razli¢ni) tocCki na premici p. Delo si seveda olajSamo, ¢e za eno od teh tock vzamemo
kar tocko iz preseka p N'= (Ce taka tocCka seveda obstaja). Pa poglejmo: Enacbo premice
p zapisemo v vektorski obliki

p:TN) = (0,2,1) +A(1,1,2)
in komponente le-te vstavimo v enacbo ravnine =
204N — (24N +3(1+20) =1 -. A=0.

Premica p in ravnina = se torej sekata v to¢ki T s krajevnim vektorjem 1(0) = 11 =
(0,2,1). Drugo toc¢ko na premici p dobimo tako, da izberemo poljuben A # 0 (vzeli
bomo kar A = 1) in izratunamo (1) = (1,3,3) = ts. Toc¢ko S(1,3,3) moramo sedaj
prezrcaliti ¢ez ravnino =.

Premica q, ki gre skozi to¢ko S in je pravokotna na ravnino =, ima za smerni vektor
kar normalni vektor ravnine =; ?q =T=:

q:r(p) =(1,3,3)+n2,-1,3).
Le-ta seka ravnino = pri
20420 =B =W +3B+3w =1 - Mu=-7 . pu=-1.
Krajevni vektor prezrcaljene tocke je torej?s/A: T2 - (—‘7)] =7(=1) = (=1,4,0).

.

Za smerni vektor premice p’ sedaj vzamemo TS’ = 15, — 1 = (—1,2,—1) in enacba
prezrcaljene premice je

p i T(A) = (0,2,1) + A(1,-2,1).



2. naloga: Totke A, B, C, D, E in F so ogliS¢a pravilnega enakostranicnega
Sestkotnika. Naj bo FM daljica, ki povezuje oglisce F z razpolovis¢em M stranice
CD. Tocko v preseku daljic FM in AD oznac¢imo z N.

(a) Izrazi vektor }CN kot linearno kombinacijo vektorjev a= XB in g = BAC .
(b) Primerjaj plos¢ini trikotnikov ANF ter MND.

RESITEV:

(a) Vektor AN zapi$emo kot linearno kombinacijo vektorjev a in b na dva naéina:
AN = AAD = 2\b,
AN =AF+pFM =b—a+p(3a+1b) = Gp—1a+ (1 + L.

Iz prvega zapisa pa je jasno, da AN nima komponente v smeri vektorja a, zato
mora veljati
%u—] =0 .. uzg,
od koder sledi R R
AN = 3b.
(b) Plos¢ini trikotnikov ANF ter MND izrazimo s polovico norme vektorskega pro-
dukta ustreznih vektorjev:

—

Saxs = & [AFx AN| = 15 - @ x 45 = 2 [

5

Svno = 3 [|DM x DN = 4 [ 1@ =) x 2b]| = L [a x B

in takoj vidimo, da velja SAny = 4Smnp. Trikotnik ANF ima torej 4-krat vecjo
plos¢ino kot trikotnik MND.



3. naloga: Preslikava C: R® — R? ima predpis C(x,y,z) = (4x,y + z — 4x, 4z).
(a) Prepricaj se, da je preslikava C linearna in pois¢i matriko C = [C], ki ji
pripada v standardni bazi prostora R3.

(b) Poisc¢i vse lastne vrednosti matrike C.

(c) Poisti neniceln vektor v € R3, da bo veljalo ||Cv| > 3|[v||, tj. vektor v 7&6,
da bo Cv vsaj trikrat daljsi vektor.
Namig: Ce je Cv = Av, potem ||Cv|| = [\l |[v].
RESITEV:
(a) Naj bosta V= (x1,y1,21) ter v, = (x2,Y2,22) dva poljubna vektorja iz R>.
Velja:
Cvi +Av2) = Cl(x1,u1,21) + A(x2,2,22)) =
=C(x1 +Ax2,y1 +Ay2,z1 + Az2) =
= (4(x1 +Mx2), (U1 + Ay2) + (z1 + Az2) —4(x1 + Ax2),4(z1 + Az2)) =
= (4x1,y1 +z1 —4x1,421) + AN4x2,y2 + 22 — 4x2,422) =

=C(x1,Y1,21) + AC(x2,Y2,22) = C(vi) + AC(v2)

in sledi, da je C linearna. Matriko C = [C] dobimo tako, da C izra¢unamo na
vektorjih standardne baze prostora R>:

C(1,0,0) = (4,—4,0), C(0,1,0)=(0,1,0), C€(0,0,1) =(0,1,4).

Te vektorje pa sedaj prepisemo v stolpce matrike C:

4 0 O
C=| -4 1 1|.
0 0 4

(b) Lastne vrednosti matrike C so nicle njenega karakteristicnega polinoma:

4-N 0 0
pc(A)=det(C—Al)=| —4 1-A 1 |=
0 0 4-A

=(1=A)4=n)7>~%
Lastne vrednosti so torej Ay = 1 ter A2 3 = 4.
(c) Ce jev lastni vektor za lastno vrednost 4, potem
Cv=4v inzato |Cv| =4[] > 3|V

Tak neniéeln vektor torej obstaja—ena moznost je kar lastni vektor v k lastni vre-
dnosti 4. Pois¢imo ga! Sistem, ki doloca lastni vektorv = (x,y, z) je

0 0 o0}0
-4 =3 1|0 |.
0 0 o010
Druga vrstica pravi:
—4x—-3y+z=0 .. z=4x+3y,
preostali dve enacbi pa pravita le 0 = 0. Imamo torej dva lastna vektorja
v, =(1,0,4) ter v3=(0,1,3).

Katerakoli netrivialna linearna kombinacija zgornijih dveh vektorjev ima lastnost
iz to¢ke (c).



4. naloga: Re$i matri¢no enacbo

AXB=A +B,
¢e sta matriki A in B:
1 2 0 2 -3 5
A=1|3 0 1 , B= 1 -1 2
1 1 0 -2 3 -4

Namig: Izrazi X z inverzoma matrik A in B. ..

RESITEV: Ena¢bo AXB = A + B z leve pomnoZimo z A~ in dobimo
AT'TAXB=A"'(A+B) .. XB=I+A'B.

Zadnjo ena¢bo pa $e z desne pomnozimo z B~ :
XBB'=(I+A'B)B™' . X=B'+A'.

Izracunati moramo torej le inverza matrik A in B ter ju sesteti. Pois¢imo oba inverza z
Gauss-Jordanovo eliminacijo, najprej A~ :

1.2 0|1 00 1 1 0]0 0 1 11 0/0 0 1
30 1[0 1 0f~|0 =3 1[0 1 =3|[~]0 1 0/1 0 —I
11 0/0 0 1 0 1 0|1 0 —1 00 1[3 1 —6
[1 0o[-1 0
~1o0 o[ 1 o
[o 13 1

in inverz k A je

Se B!
2 -3 5|1 0 0 1 =1 2]0 1 0 1 =1 210 1 0
1T =1 210 1 0o |~|2 =351 0 0|~|0 1 =1]=-1 20
-2 3 —410 0 1 0 0 1|1 0 1 o0 0 11 0 1
10 20 3 1 10 0]-2 3 —1
~lo 1 0l0 2 1 |~]0 1T 0|0 2 1
0 0 1|1 0 1 o0 1|1 0 1

in inverz k B je

Pa smo Ze skoraj koncali:

-2 3 -1 -1 0 2 -3 3 1
X=B'"+A "= 0 2 1 + 1 0 -1 | = 1 2 0 |.
1 0 1 3 1 -6 4 1 -5



