1. KOLOKVLJ 1Z LINEARNE ALGEBRE (1.12.2006)

Navodilo: Vsako nalogo reSuj na stran, kjer je napisana, ali pa jasno oznaci mesto z
re$itvami. Tockovanje: 35 + 30 + 35. Cas reSevanja: 60 minut. Sre¢no!

1. naloga: Premica p je dana z enacbo

7 =y—2=1-—z2,

Tocke A(1,0,1), B(3,5,5) in C(5,2,1) pa dolocajo ravnino X. Pois¢i enacbo pre-
mice g, ki lezi v ravnini X in seka premico p pod pravim kotom.

RESITEV: Najprej pois¢imo enacbo ravnine £. Ce so Ta, T in rc krajevni vektorji
to¢k A, B in C, je normalni vektor n ravnine ¥ vzporeden vektorskemu produktu

(T —Ta) X (tc —Ta) = (2,5,4) x (4,2,0) = (—8,16,-16).

Vzeli bomo karn = (1,-2,2). Upostevamo Se d = n-ta =(1,-2,2)-(1,0,1) = 3 in
dobimo enacbo ravnine
Yix—2y+2z=3.

Poiskati moramo Se smerni vektor premice q in eno tocko na q. Ker je q pravokotna
na p in lezi v ravnini X, sledi, da mora biti smerni vektor premice q hkrati pravokoten
na sy (smerni vektor premice p) in n. Vzamemo kar vektorski produkt

Spxn=(2,1,-1)x(1,-2,2) = (0,-5,-5)

in smerni vektor premice q je ?q = (0,1,1) (vektor vzporeden (0,—5,—5)). Toc¢ko na

q bomo dobili, ¢e pois¢emo presecisCe premice p in ravnine . Premico p opisemo
parametri¢no
1Y :T()\) = (1>2\]) +)\(2,]‘7]),

to parametrizacijo pa vstavimo v ena¢bo ravnine ¥
(T+20) =22+N)+2(1—-A)=3.

Resitev te enacbe je A = —2, v preseku p N X je torej le tocka T(—3, 0, 3). Parametrizacija
premice q je potem
q:r(A)=(-3,0,3) +A(0,1,1).

2. naloga: V paralelogramu ABCD deli to¢ka P stranico BC v razmerju 2 : 1,
tocka R pa stranico CD v razmerju 1 : 2. Presecis¢e daljic DP in BR oznac¢imo s

Q.
(a) Izrazi vektor }CQ kot linearno kombinacijo vektorjev a= XB in g = AAD.
(b) Kaj lahko poves o plosc¢inah trikotnikov ABQ in AQD?

RESITEV:

(a) Ko si narisemo skico, vidimo, da lahko vektor AQ izrazimo na dva nacina:



Tu sta A in u dve realni Stevili, ki ju moramo Se dolociti. Vendar

S

G+A(b—1a)=b+u(a— 1)
a- %a, WG +Ab—b+ %@:3
A — T =
(1—§—u)a+(7\—1+§)b_0
in iz linearne neodvisnosti vektorjev a in b sledi, da mora veljati

1—%—;1:0 ter A—1+%:o.

Drugo enac¢bo pomnozimo s 3 in jo priStejemo prvi, pa dobimo
8
alix=2.SlediAQ=a+2(b—1a)=2(a+b).

(b) Plos¢ini trikotnikov lahko izrazimo s pomocjo vektorskega produkta dveh stranic.

Velja
Plang = 3||AB x AQ| = F[lax F(a+b)| =
— 3@ xarax o] = x|
Y
in podobno
Plagp = 3[|AQ x AD|| = F[|3 (a+b) x bl =
—3axb+bxb|=2[axb].

=0

Plos¢ini trikotnikov ABQ in AQD sta torej enaki.

3. naloga: Ugotovi, pri katerih vrednostih parametrov a in b € R je mnozica
U={(xy,z) eR}|x—ay=b,x—az=>b}

vektorski podprostor v R3. V teh primerih poisti $e bazo za U/ in doloéi njegovo
dimenzijo. Ali je dimenzija prostora U odvisna od parametrov a in b?

RESITEV: Nujno mora veljati 0 = (0,0,0) € U, torej 0 —a-0 = b alib = 0. Pre-
pri¢ajmo se, da je tedaj U res vektorski podprostor v R*; neodvisno od a € R. Vzemimo
vektorja (x1,y1,z1) ter (x2,Y2,2z2) € U, tj. taki trojici realnih Stevil, da velja

X1 — ayi =0,x1 —azy =0 ter X2 — ay2 ZO,XZ*(IZZ =0.

Tedaj je
(x1,¥1,21) + Alx2,Y2,22) = (%1 + Ax2,y1 + Ayz, z1 + Az2).
Ugotoviti moramo le Se, da za to trojico veljata oba pogoja iz definicije U. Velja:

x1 +Ax2 —a(yr +Ay2) =x1 —ayr +A (x2 —ayz) =0

-0 -0
ter x1+Ax2 —a(z1 +Az2) =x1 —azy A (x2 —az2) =0,
0
= =0



torej je U res podprostor v IR>.

Ko a # 0 lahko enacbi x — ay = 0 in x — az = 0 delimo z a in preuredimo, da
dobimoy = % terz = %. Prostor U je potemU = {(x, >, %) | x € R}, baza zalU pa je
By ={(a,1,1)} (vstavimo x = a) indim/ = 1.

V primeru a = 0 pa obe enacbi iz definicije prostora U pravita isto; x = 0. Tedaj je

Uu={0,v,z) |y,z € R} in By ={(0,1,0),(0,0,1)}. Torej jedimU = 2, ko a = 0.
Nalogo se je dalo resiti tudi s povsem geometrijskim premislekom. Enacbi
x—ay=Db ter x—az=D>

namre¢ dolodata dve ravnini v prostoru R®, mnoZica U pa je presek teh dveh ravnin.
Ravnina pa je vektorski podprostor le, ko b = 0. Podprostor U je torej presek dveh
podprostorov in je zato vektorski podprostor. Dimenzija pa je seveda odvisna od tega,
kako se ti dve ravnini sekata. Ce se sekata v premici (ko a # 0), je dimi/ = 1. Ce pa obe
ravnini sovpadata (ko a = 0), je presek seveda taista ravnina in zato dimi = 2.



