2. KOLOKVU IZ LINEARNE ALGEBRE (5.1.2007)

Navodilo: Vsako nalogo resuj na stran, kjer je napisana, ali pa jasno oznaci
mesto z reSitvami. Tockovanje: 30 + 35 + 35. Cas reSevanja: 60 minut. Sre¢no!

1. naloga: ReSi t.i. Sylvestrovo matri¢no enacbo

2 A V][ 5]

(Poiskati moras tako 2 x 2 matriko X, da bo veljala zgornja enakost.)

Namig: Zapisi
X = { X ] ,
X3 X4

zmnoZi in sestej matrike na levi strani, nato pa resi ustrezen sistem enacb s
Stririmi neznankami.

RESITEV: Ce upostevamo namig, dobimo na levi strani ena¢be naslednje

72 3 X1 X2 + X1 X2 ] *2 _

2 —1 X3 X4 X3 X4 0 1 o
| =2x1 +3x3 —2x2 +3x4 n X1 —2x1+x2 |
o 2x1 — X3 2X2 — X4 X3 —2X3 + X4 -
| =X+ 3%z —2x1 —x2 +3%x4
- 2X1 2)(2 — 2X3 ’

Enacimo levo in desno stran

—x1 +3x3 —2x1—x2+3x4 | | 8 8
2x1 2x2 — 2x3 2 =2 |

Matriki pa sta enaki tedaj in le tedaj, ko so vsi elementi na ustreznih mestih enaki. Imamo
torej enostaven sistem

—X1 +3x3 =8 (€8]

—2x1 — X2 +3x4 =8 (2)

ZX] =2 (3)

4+ 2%x2 —2x3 = -2, @

ki ga lahko reSimo direktno. Iz enacbe (3) dobimo x; = 1, nato iz enacbe (1) x3 = 3

...x2 = 2 in x4 = 4. Matrika X je torej

7)(1 X2 o 1 2
I R



2. naloga: Na prostoru P,(RR) — polinomov stopnje kvecjemu 2 — sta preslikavi
R,S: P2(R) — P2(R)
dani s predpisoma
Rp)x)=x*p (1),
SpIx)=px—1).
(a) Prepricaj se, da sta preslikavi R in S linearni.

(b) Poisci matriki, ki ustrezata preslikavama R in S v standardni bazi prostora
P,(R), tj. v (urejeni) bazi B = (1,x,x?).

(c) Zapisi se matriko preslikave C = RS — SR v standardni bazi prostora
P2 (R).

RESITEV:

(a) Preveriti moramo, da za poljubna polinoma p,q € P2(R) in vsak skalar A € R
veljata enakosti R(p + Aq) = R(p) + AR(q) ter S(p + Aq) = S(p) + AS(q).
Zacnimo z R.:

R(p+2Aq)(x) =x*(p+Aq) (L) =x*(p(L) +Aa()) =
=x"p(1) +Mxq(1) = R(p)(x) + AR(q)(x)
inR je linearna. Se S:
Sp+Agq)(x) =(p+Ag)(x=1) = (px=T1)+Aq(x — 1)) =
=px—=1)+Aqx —1) =S(p)(x) + AS(q)(x)

in tudi S je linearna.

(b) Vse kar moramo storiti je ‘izracunati’ R in S na baznih elementih. Za R velja:

RN =x2-1(1) =x2-1=x*=0-1+0-x+1-+,
R(X)(x):xz.x(%) —x ’%:X:0’1+]~X+O-x2,
R(Xz)(x)zxz Xz(];)zxz',%z:] —1-140-x+0-%2.

Stevila, ki smo jih dobili poleg baznih elementov na koncu vsake vrstice sedaj
‘zloZimo’ v stolpce matrike

Enako stvar ponovimo Se s preslikavo S:

SM(x)=1x—-1) = 1 = 1-140-x+0-x2,
SX)(x)=%x(x—1)= x—1 =—=1-T+1-x+0-%x>,
SEHX) =x(x—N=(x—1)2= 1-1=2-x+1-x%,



(c) Mnozenju (kompozitumu) linearnih preslikav ustreza mnoZenje matrik, to pomeni

C=[Cls,s =[RS —SRls,5 =[Rl5,5[S]5,5 — [Sls,5[Rl5 5 =RS —SR.

}_

Izracunati moramo torej le produkta matrik RS in SR ter ju odsteti:
0 0 1 1T -1 1 1T -1 1
C=]0 10 o 1 =2|—-fo0o 1 =2
10 0 0 0 1 0 0 1
-1 1 0
= -2 0 2 .
o 1 -1

3. naloga: Poisc¢i vse lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike

— O O
o - O
S o =

3 0 1
A= 1 1 1
0 0 2
Ce obstaja, poi§¢i $e matriko P in njen inverz P~', da bo P~' AP diagonalna.

RESITEV: Lastne vektorji v so netrivialne re$itve enacbe Av = Av, lastne vrednosti
pa seveda tisti skalarji A, pri katerih take (netrivialne) resitve obstajajo. Enac¢bo lahko
zapiSemo tudi v obliki

(A—AI]v=0.

Ta sistem pa ima netrivialne resitve le, ko velja

PA(N) = det(A —Al) = 0.

Izra¢unamo
3—A 0 1
det(A —Al) = 1 1T—A 1 =B3=AN)(1=N2-A)=0
0 0 2—A
in nic¢le karakteristicnega polinoma so A1 = 1, A, = 2 ter A3 = 3. Za vsako od lastnih

vrednosti sedaj resimo Se ustrezen homogen sistem, da dobimo pripadajoci lastni vektor.

Pri\y = 1 resujemo sistem (A — A\ 1)vi = (A —1)vi =0:
2 0 1]0 1.0 0|0 1.0 010
10 1{0|~|1T 0 1T]0|~]0 0 1]0].
0 0 110 0 0 110 0 0 0|0
Torej je x1 = 0, z1 = 0, y1 pa je lahko poljuben. Prvi lastni vektor je

N X1 0
v = Y1 = 1 .
Z1 O

(Za y lahko izberemo katerokoli nenicelno stevilo.)
Pri\; = 2 dobimo sistem:

1 0 1|0 1 0 110 10 110
1T -1 1|{0|~[0 =1 O|O |~[O0O 1T 00 |.
0o 0 0|0 0 0 110 0 0 010



Tujey, = 0inxy + 22 = 0 alix, = —z2, z» (ali x2) pa lahko Se poljubno izberemo.

Lastni vektor je
N X2 1
va=|vy2 [=] O .
z2 7]

Se lastna vrednost A3 = 3 ostane:

0 0 110 1 =2
1 =2 1|0~ 0 0
0 0 -—-110 0 0

zato z3 = 0, x3 = 2y3 in lastni vektor je

I
V3 = Y3 = 1 .

L= ] Lo
Ker smo dobili tri linearno neodvisne lastne vektorje v , V2, V3, je {?1 ,?2 ,?3 } baza za
R®. Prehodna matrika P torej obstaja, njeni stolpci so kar lastni vektorji:

o 1 2
P=[vi|v2|vs]=|1 0 1/.
0

0 -1

—_ —
S O O
oS — O
S © O
—_

o

Njen inverz; P~ poiséemo z Gaussovim postopkom ([P|1] ~ [I| P~ 'D:

o 1 2|1 0 0 1.0 1]0 1 0 Tool-1 1 -1
1. 0 1|01 0f~]0 1T 0[O0 0 1T |[~]0 1 0[]0 0 -1
0 -1 0|0 0 1 00 2|1 0 1 00 1|3 0 3

n a2
R A

Matrika A je seveda podobna diagonalni, tj. velja

P AP = { 2)
0

o N O
w o o
S—



