MATEMATIKA 1 - izpiski predavanj’

Marjeta Kramar Fijavz
Fakulteta za gradbenistvo in geodezijo Univerze v Ljubljani
Katedra za matematiko in fiziko

7. maj 2025

!Nerecenzirani izpiski vsebine brez dokazov in primerov. Lahko vsebujejo napake.



Kazalo

I_Uved
[T MnoZicd . . . ... .....

[1.1.1  Definicija in predstavitev] . . . . . . .. ... .. Lo oL

[1.1.2  Operacije Z mNOZICAMI| . . . . . « « v v v v v v vttt e e e

[1.2.1  Osnovni pojmi| . . .

[1.2.2  Kompozitum preslikav| . . . . . . .. ... ... ... ... ...

[1.2.3  Lastnosti preslikav| .
[1.2.4 Inverzna preslikava| .

(L3 Stevilal . . . .........

|2 Osnove linearne algebre|
2.1 Vektorji| . . ... ......

[2.1.1  Definicija in osnovne operacijel . . . . . . . . . . . oo e e
2.1.2 [inearna neodvisnost in bazal . . . . .. .. ... ... ... ........
2.1.3 Prostor R™ . . .. . ...
[2.1.4  Skalarni produkt| . . . . . .. ..o
[2.1.5  Vektorski produkt| . . . ... .. ... oo
[2.1.6 Mesani produkt|. . . . . ...
217 Vektorske enachd . . . . . . ... o oo oo

[2.2.1 Definicije| . . . . . .

[2.2.2  Operacije z matrikami| . . . . . . . . .. .. ...

[2.2.3  Matrike kot preslikave| . . . . . . . ..o oo oo

2.2.4  Sistemi linearnih enac¢bl . . . . . . ..o L.

RENe - Tize
[3.1 Stevilska zaporedjal . . . . .
[3.1.1  Osnovni pojmi| . . .

13.1.2  Operacije z zaporedji

O OO OO UL R R R W W W W

10

10
11
11
12
12
13
14
14
17
17
17
18
18
20
20
21



FGG UNI BI Matematika 1 - izpiski predavanj (M. Kramar Fijavz)

3.2 Stevilske vrstel. . . . . . ... 24
[3.2.1  Definicija in primeri| . . . . . . . . . .. 24
13.2.2  Posebni primeri vrst| . . ... ..o o 25

3.3 Limita funkcije] . . . . . ... 26
13.3.1 Definicije| . . . . . . . . 26
[3.3.2  Racunska pravila za limite|. . . . . . ... ... 00000 26

3.4 Zveznost funkcije| . . . . ... 27
[3.4.1  Definicije| . . . . . . .. 27
13.4.2  Operacije z zveznimi tunkcijamif. . . . . . . . ... 27
[3.4.3  Zvezne funkcije na zaprtem intervalu|. . . . . . ... .00 27

3.0 Odvodl . . . . . e 28
3.5. 1 Motivl . . . . . . e 28
[3.5.2  Definicijal . . . . . ... 28
13.5.3  Racunska pravila za odvajanje | . . . . . .. ... oL 28
[3.5.4  Ekstremi funkcije|. . . . . ... oo 29
13.5.5  Klasi¢ni izreki o odvedljivih funkcijah| . . . . . . ... ... 30
[3.5.6  Vigjiodvodil. . . . . ... 30
13.5.7  Taylorjeva formulal . . . . . ... ... oo oo 31

3.6 Integrall . . . . . . . 32
3.6.1  Motiv in definicija . . . . . . . . ... 32
[3.6.2  Lastnosti doloCenega integralal . . . .. ... ... ... ... 0. 32
[3.6.3  Izracun dolocenega integralal . . . . . . .. ... ... 0L 33
[3.6.4  Nedoloceni integral| . . . . . . ... ..o o000 33
[3.6.5  Metode za izracun integralal . . . . . . ... ... o 0oL 34
13.6.6  Posploseni ali izlimitirani integrali| . . . . . ... ... ... .. ...... 35
[3.6.7  Uporaba dolocenega integrala] . . . . . . . ... ... ... ... ...... 36
13.6.8  Numericno racunanje dolocenega integralal . . . . . . . .. ... ... ... 37
13.6.9  Definicija logaritemske in eksponentne funkcijel . . . . . . .. .. ... .. 37

B.7 _Potenéne vrstel . . . . . .. 38
[3.7.1  Taylorjeve vrstel. . . . . . .. 38

13.7.2  Eksponentna funkcija v kompleksnem| . . . . . . ... ..o 39




Poglavije 1

Uvod

1.1 Mnozice

1.1.1 Definicija in predstavitev

MnoZica je matematicen objekt, ki zdruzuje manjsSe objekte - elemente. Podamo jo bodisi z
nastevanjem vseh njenih elementov (med zavitimi oklepaji), bodisi z opisom karakteristi¢nih
lastnosti elementov. Oznake:

e a € A... aje element mnozice A

b¢ A... bnielement mnozice A

e AC B... mnozica A je podmnoZica mnozice B (tj. vsak element A je tudi element B)

A = B... mnozici A in B sta enaki <= A C Bin B C A (tj. A in B imata iste
elemente)

e AC B... mnozica A je prava podmnoZica mnozice B <= AC Bin A# B

0 ={}... prazna mnoZica (tj. mnozica, ki ne vsebuje nobenega elementa)

U ... univerzalna mnoZica (vsebuje vse obravnavane podmnozice)

1.1.2 Operacije z mnozicami
e Unija mnozic: AUB:={x|x € Aaliz € B}
e Presek mnozic: ANB:={zx |z € Ainx € B}

Razlika mnozic: A\ B:={x |z € Ain z ¢ B}

Komplement mnozice: A°=A:={x|xclU inz ¢ A}

Kartezicni produkt mnozic: A x B ={(z,y) |x € A,y € B}

Nekatere lastnosti operacij:
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e distributivnost preseka in unije
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

e De Morganova zakona
(AN B)¢ = A°U B¢
(AUB)¢ = A°Nn B¢

1.1.3 DruzZine mnozic

Naj bo I neka neprazna indeksna mnoZica, za katero velja, da je za vsak ¢ € I podana mnozica
A;. Ustrezna druzina mnoZic je

A:={A;|iel}.
Unija druZine A:
UAi ={z|,x € A; zanek i€ I}
el
Presek druzine A:
ﬂAi:{x|x€Ai za vsak i € I}
1€l

1.2 Preslikave

1.2.1 Osnovni pojmi

Naj bosta A in B neprazni mnozici. Preslikava f: A — B je predpis, ki vsakemu elementu
a € A priredi natanko en element f(a) € B. Mnozico A imenujemo domena ali definicijsko
obmodje f in jo ozna¢imo z D(f), mnozico B pa kodomena. Zaloga vrednosti f je enaka

Z(f) = f(4) = {f(a) |a € A} C B,

V primeru A, B C R recemo, da je f (realna) funkcija (realne spremenljivke). Ponavadi je
podan le predpis f(z). V tem primeru imenujemo naravno definicijsko obmodcje funkcije f
najvecjo mnozico elementov = € R, za katere ima predpis f(z) smisel.

Preslikavi f: A — B in g: C — D sta enaki natanko tedaj, ko velja: A = C, B = D in
f(x) = g(x) za vsak z € A.

Graf preslikave f: A — B je mnozica tock

G(f):={(z, f(x)) |z € A} C A x B.

1.2.2 Kompozitum preslikav
Kompozitum preslikav f: A — B in g: C — D, kjer je Z(f) C C, je preslikava go f: A — D s
predpisom
(g0 f)(x) :==g(f(x)).
Lastnosti:

e go f # fog, tudi ce oba obstajatal

e Ce za preslikave f: A — B, g: C — D in h: E — F velja Z(f) C C in Z(g) C E, potem
je (hog)of=ho(gof)
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1.2.3 Lastnosti preslikav

e Preslikava f: A — B je injektivna natanko tedaj, ko za vse x1,x9 € A velja

r1 # 13 = f(21) # f(22),

oz. ekvivalentno,
f(x1) = f(xa) = x1 = 2.

e Preslikava f: A — B je surjektivna natanko tedaj, ko ko za vsak y € B obstaja vsaj en
x € A, daje y = f(x), oz. ekvivalentno, ko je Z(f) = B.

e Preslikava f: A — B je bijektivna natanko tedaj, ko je injektivna in surjektivna hkrati.

1.2.4 Inverzna preslikava

Bijektivni preslikavi f: A — B inverzna preslikava je preslikava f~': B — A za katero ve-
lja
Ty =2 = fl@)=y.

Lastnosti:
e D(fY)=Z(f)in Z(f7') =D(f).
° (f_l)_l = f.

o flof=ida: A— A, tj. identicna preslikava na A: ida(z) = x za z € A.
e fof'=idg: B— B, tj. identi¢na preslikava na B: idg(r) = z za x € B.

e Ce sta preslikavi f: A — B in g : C — D obe bijektivni, je tudi njun kompozitum
go f: A — D bijektivna preslikava in velja:

(gof)y™t=flog".
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1.3 Stevila

1.3.1 Naravna Stevila
N:={1,2,3,4,...} in No:=NU{0}

Definirane operacije: seStevanje in mnozenje.

Princip popolne ali matemati¢ne indukcije

Naj za mnozico M C N velja:

1.1eM,

2. ¢ejen € M, potem je tudin+1¢€ M.
Potem je M = N.
1.3.2 Cela stevila

Z:={z|zeNali —zeNaliz=0}

Definirane operacije: seStevanje, odStevanje in mnozenje.

1.3.3 Racionalna Stevila

Q:= {z‘p,qezaq#O}

Definirane operacije: sestevanje, odstevanje, mnozenje in deljenje (razen z 0).
Lastnosti:
e Vsakemu racionalnemu stevilu na stevilski premici pripada to¢no dolo¢ena tocka.
e Med poljubnima racionalnima Steviloma je vedno vsaj Se eno racionalo Stevilo.

e Racionalna Stevila ne pokrijejo vse Stevilske premice.

1.3.4 Realna stevila
R = {z | = je tocka na $tevilski premici} = R~ U {0} URT
Stevila iz R\ Q imenujemo iracionalna stevila (npr. v/2, m, e).
Definirane operacije: sestevanje, odstevanje, mnozenje, deljenje (razen z 0).
Urejenost
Realna stevila so urejena:
e Zaa,beR je

a<b < b—acR" in a<b <= a<balia=h.

e Za a,b € R vedno velja ena od moznosti: a < b, a = b ali b < a.
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Omejenost

e M C R je navzgor omejena, e obstaja tako Stevilo a € R, da je x < o za vse x € M.
Stevilo o imenujemo zgornja meja mnozice M.

Natané¢no (tj. najmanjso) zgornjo mejo mnozice M imenujemo supremum M in ozna&imo
« = sup M. Zanjo velja:

(i) >z, za vse x € M,

(ii) za vsak € > 0 obstaja za nek z. € M, da velja o — ¢ < x..

M C R je navzdol omejena, ¢e obstaja tako Stevilo @ € R, da je © > « za vse x € M.
Stevilo a imenujemo spodnja meja mnozice M.

Natanéno (tj. najve¢jo) spodnjo mejo mnozice M imenujemo infimum M in oznaimo:
a = inf M. Zanjo velja:

(i) a <z, zavsak z € M,

(ii) za vsak € > 0 obstaja za nek z. € M, da velja a +¢ > z..

M C R je omejena, ¢e je navzgor in navzdol omejena.

Vsaka neprazna navzgor (oz. navzdol) omejena mnozica realnih stevil ima supremum (oz.
infimum).

Absolutna vrednost

Lastnosti:
(i) |z]>0in |z =0 <= =0

(i) [zy| = |]ly|

(iv) |z +y| < |z| + |y| (trikotniska neenakost)

(v) |z — y| je razdalja med tockama x in y na Stevilski premici.

1.3.5 Kompleksna stevila

=R xR
Oznacimo (1,0) = 1 (realna enota), (0,1) =i Im
i@zcgzgizgrrfoenota), (0,0) = 0 (nicla), ter za r =z tiy
z=(z,y) =2(1,0) + y(0,1) = z +iy. 12 Y
Pri tem je x = Re(z) € R realna in y = i
Im(z) € R imaginarna komponenta Stevila 0 o Re
z € C.




FGG UNI BI Matematika 1 - izpiski predavanj (M. Kramar Fijavz)

Za poljubni z,w € C velja:

z=w <= Re(z) =Re(w) in Im(z)=Im(w).

Operaciji sestevanja in mnozenja: za z = a +ib in w = ¢+ id je
z+w:=a+c+i(b+d)
z-w :=ac—bd+1i(ad+ bc)

Konjugiranje in absolutna vrednost
Stevilu z = a + ib konjugirano stevilo je Z := a — ib.
Lastnosti:
(i
(i

)
)

(i) z=zinz€eR & z=
)

(z+w)=z+w

(z-w)=%z-w

(iv) z+zZ=2Re(z) €ERinz-z=a?>+0b*>cR
Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z = a + ib je
2] = Va2 + 2 =Vz =z
Lastnosti:
(i)
(ii)
(iii)
)
)
)

2| >0in 2] =0 <= 2=0
|zw| = |z][w]

2| = |z]

(iv) [Re(z)[ < [z in [Im(2)] < |z]
(v

(vi

|z +w| < |z| + |w| (trikotniska neenakost)

|z — w| je razdalja med tockama z in w v kompleksni ravnini.

Polarni zapis
z = |z|(cos ¢ +isiny),
kjer je ¢ argument kompleksnega stevila (tj. kot do pozitivnega poltraka realne osi).
Za z = |z|(cos p +isinp), w = |w|(cosy +isine) in n € N velja:
o 2w = [z][w|(cos(¢ + ) +isin(e + 1))
o 2" = |z|" (cos(np) + isin(ng)) (De Moivreova fomula)

e vse resitve enacbe 2z = w so

2 = W<Cos<w+2kﬂr>+isin<w+2kﬂ>>, k=0,...,n—1.
n n
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Polinomske enacbe

Vsak polinom stopnje n > 1 ima v C natanko n nicel (upostevaje veckratnost). Ce so koefici-
enti polinoma realni, nastopajo nicle v konjugirano kompleksnih parih (Ce je z nic¢la, je tudi z
nicla).



Poglavje 2

Osnove linearne algebre

2.1 Vektorji

2.1.1 Definicija in osnovne operacije

Vektor @ = ﬁ je usmerjena daljica od tocke A do tocke B.
Dolzina vektorja AB je enaka dolzini daljice AB, ozna¢imo jo z |1ﬁ|
Za poznavanje vektorja potrebujemo 3 podatke: smer, dolzino in usmerjenost.

Osnovne operacije:

— —

e Vsota vektorjev din b je vektor ad+ b , ki ima zacetno tocko v zacetni tocki vektorja

@ in konéno tocko v konéni tocki vektorja b, potem ko smo zacetno tocko vektorja b
premaknili v kon¢no tocko vektorja d. Lastnosti:

(i) @+ T =7 + @ (komutativnost)
(ii) (d + 7) +7 =17+ (? + ) (asociativnost)

— -
(iii) ad+0 = 7, za vse ?, kjer je 0 nicelni vektor, to je vektor dolzine 0 in brez smeri.

— —
(iv) @ + (=) = 0, kjer je — @ = BA nasprotni vektor vektorja @ = AB
_>
b

%
(v) |d + b| <|d|+|b] (trikotniska neenakost)

=T+ (=-D

).

e Produkt vektorja d s skalarjem (= §tevilom) A € R je vektor @ dolzine |A||d|, ki
je vzporeden vektorju d in je enako usmerjen kot d, ce je A > 0, oziroma nasprotno
usmerjen, ¢e je A < 0. Lastnosti:

o Odstevanje vektorjev definiramo kot: a + (

10
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e Za A, Ao, ..., A, € R imenujemo izraz )\1a—1> + )\2@ + ...+ )\na_>n linearna kombinacija
vektorjev a—{, a—>2, . ,a_n>.

2.1.2 Linearna neodvisnost in baza

Vektorji ﬁ, a_%, R a_;z so linearno neodvisni natanko tedaj, ko je linearna kombinacija
— — -
Aai+ Xoad + ...+ gai. = 0
samo v primeru, ko so vsi Ay = Ao =+ = X\ = 0.
V prostoru R? velja:

_>
° neniéelgz;m vektorja @ in b sta linearno neodvisna natanko tedaj, ko nista vzporedna, tj. ko
d#Nb za\ER;

%
e nenicelni vektorji 7, b in _? so linearno neodvisni natanko tedaj, ko ne lezijo na isti
ravnini, tj. ko < #+ N+ ub za A pu€eR;

e poljubni stirje vektorji v R? so linearno odvisni.

8 —
Ce so @, b, € R3 linearno neodvisni vektorji, lahko vsak 7 € R3 enoli¢no zapisemo v
obliki .

4= MG +2b 427, ALda s €R.

%
V tem primeru recemo, da je (7, b ,?) urejena baza prostora R3 in koeficiente A1, A2, A3 ime-
nujemo koordinate vektorja 7 v tej bazi ter piSemo

d = (A, Mo, Ag).

_>
Racunanje s koordinatami: za @ = (a1, as, as) in b = (S, B2, f3) velja
%
@+ b = (a1 + b1, a2 + by, a3 + by),
AT = (Mai, Aag, Aa3), X €ER.

Pravokotna baza je sestavljena iz paroma pravokotnih vektorjev. Normirana baza je sestavljena
iz enotskih vektorjev. Pravokotno in normirano bazo imenujemo ortonormirana.
2.1.3 Prostor R”

R" :={(a1,az,...,a,) | a; € R}

je prostor urejenih n-teric, v katerem sta definirani operaciji seStevanja in mnozenja s skalarjem
po koordinatah:

(al,ag,...,an)—i—(bl,bg,...,bn) = (a1 —|—b1,a2—|—bg,...,an—|—bn),
May,ag, ... an) = (Aa1, Aag, ..., ay), ANER.

Analogno kot v R? so tu definirani pojmi: linearna kombinacija, linearna neodvisnost, baza,
koordinate.
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2.1.4 Skalarni produkt

_>
Skalarni produkt vektorjev din b je stevilo
(= skalar), dolo¢eno z:
N
T =@ [T

a - COS @, o

~

al

%
kjer je ¢ kot med vektorjema @ in b .

Lastnosti:
W@ -b=0-d
(i) A@)- b =A@ 0)=a-(\0), A\eR

— —
#+ ﬁ, je a-bh =0 = 0 =90° <— a L (pravokotnost)

%
in @ - @ = 0 natanko tedaj, ko je =0

(Vi) @ -d=|d>>0
— —
(vii) |@ - b| <|d]|-|b]| (Cauchy-Schwartzeva neenakost)
%

V standardni bazi (7,7, k ): e sta
- _ = — o — :
d=a17+aj +azk =(a1,02,a3) in
— — ,
b =87 +B27 +Bsk = (B, B2 P3), potem je
%

@b =a1f + agfa + oz

%
Pravokotna projekcija vektorja b na vektor

d je vektor s |
= ‘
— . b l
projz b = %T . ® J1
a | R
projz b

2.1.5 Vektorski produkt

— —

Vektorski prodkt vektorja d 2z vektorjem b je vektor q x b, ki je dolo¢en z naslednjimi
lastnostmi:

— — —

1. |@ x b|=|d]| b|sing, kjer je ¢ kot med vektorjema @ in b

)

> —
2. vektor @ x b je pravokoten na vektorja din b ,

— —
3. ko vektor @ po najkrajsi poti zavrtimo v vektor b , kaze vektor @ x b vsmer premikanja

desnosucnega vijaka.
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13

%
Geometrijsko: dolzina |@ x b| je enaka
ploscini pari}elograma, ki ga napenjata vek-
torja din b.

Lastnosti:

() e @, b #£0,je@xb=0> @| b < @inb stalinearno odvisna
Gi) @xb=—(b xa)

(i) A@)x b =A@ x b)=7 x(A\D), \eR

(W) (T+B)xT=axT+bx7C

V) (@xB)x @ £dx (b x)

i) (@x 0)x@=(a-2)b —(b-)a

V standardni bazi: ¢e sta

- .
7:041—7?"’0427)—1_053]{ :(Oél,OZQ,Oég) m

— — .
b =57 +p27 +PBsk = (1,02 03), potem je

L7 7%
T xb=|a ay az]=(a2fs—azf)? — (fs —asf)T + (a1Bs — axp)
Br B2 B3

2.1.6 Mesani produkt

%
Mesani produkt vektorjev d,bin?d je Stevilo

[7,?,7} — (ﬁx?) .2

.

Geometrijsko:

[7, ?, ?} ‘ je enak volumnu paralele-

pipeda, ki ga napenjajo vektorji a, b
in c;

e volumen tetraedra, ki ga nape-
njajo vektorji @, b in < je enak

el
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Lastnosti:
(i) ce so a, ?, 7+ 6), je [7, 7, ?} =0 <= vektorji @, ?, 7 lezijo na isti ravnini
(ii) [?,7,7] _— [7,?,7}

Gi) [@,%.7) = [, 2, 7| =[?.2.7]

V standardni bazi: ¢e so

_>
7 = a17+a27+a3kz = (al,ag,ag),
- — — - .
b =b1v+byy +b3k :(bl,bz,bg) n

%
T =07+ +esk =(c1,c2,c3), potem je

ay; ag as
_>
7 b ? = b1 bg b3 = aleCg + a2b301 + a3b162 — agbgcl — a1b362 — a2b103.
) )
i C2 C3

2.1.7 Vektorske enacbe
e Pri danih @ # 0 in S € R is¢emo vektorje ?, ki resijo enacbo

a7 =0.

Resitev je neskonéno (ravnina): 7= TEB?E) + Y zavse YL1d.

_>
e Pri danih @ #0in b is¢emo vektorje 7, ki resijo enacbo
_>
AxT=0.

_>
Enacba je resljiva le, ce velja dLb. V tem primeru je resitev neskon¢éno (premica):
— 1 -
7 =ad —W(ﬁx b) za vse o € R.

2.1.8 Analiti¢cna geometrija

V prostoru R? izberemo izhodisée O in vanj postavimo_;pravokotni koordinatni sistem z osmi ,

y in z v smeri standardnih baznih vektorjev 7, ? in k.

Tocka
Tocka T(x,y, z) je v prostoru podana s koor- T
dinatami svojega krajevnega vektorja %‘
7 = O? = (z,y, 2).
(0]
Premica

Premica p je v prostoru enoli¢no dolocena s tocko To(zo, Yo, 20) na njej in smernim vektorjem

T = (a,b,c), ki ji je vzporeden.

Naj bo T'(x,y, z) poljubna tocka na premici s krajevnim vektorjem 7 = (x,y, z).
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Daljica

Daljica med tockama T3 in 75 v prostoru je
mnozica tock s krajevnimi vektorji

T =(1-N7+ AT, Aeo,1].

Vektorska enacba premice p:

Parametriéna enacba premice p:

T =x0+ Aa
y=1yo+Ab »AER
zZ=z9+ Ac

Kanonska enacba premice p:

r—To Y—Yo _2— 20
a b c

(a,b,c#0)

11 T
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Ravnina

Ravnina ¥ je v prostoru enoli¢no dolocena s tocko Ty (o, yo, 20) in

1. bodisi z dvema nekolinearnima vektorjema din b , ki sta ravnini ¥ vzporedna,

2. bodisi z normalnim vektorjem @ = (a, b, c), ki je na ravnino ¥ pravokoten.

Naj bo T'(x,y, z) poljubna tocka na ravnini s krajevnim vektorjem 7= (z,y, 2).

ST

I:

* M

<l

Parametriéna enacba ravnine X:
_>
T =T+ Nd4+pub, \peR.

Vektorska enacba ravnine X:

(7 —75) -7 =0

Implicitna enacba ravnine X:
ar +by+cz=d

kjer je d = axg + byg + czo.
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2.2 Matrike

2.2.1 Definicije

Matrika dimenzije m x n je pravokotna shema (tabela) Stevil z m vrsticami in n stoplci:

aill ai19 e QA1n
a1 a2 co. Q9
A= | | . .| = laijlici<m = [@ijlmxn € Rmxn
: : . : 1<5n
Gm1 Am2 ... Omnp

Matriki A in B sta enaki, Ce sta istih dimenzij in imata enake istolezece elemente: a;; = b;; za
vse indekse i, j.

Z A(;y oznacimo i-to vrstico in z AU j-ti stolpec matrike A.

Posebne vrste matrik
e Nicelna matrika O je matrika, ki ima za vse elemente 0.
e Kvadratna matrike ima enako Stevilo vrstic in stoplcev, tj. je dimenzije n x n.
e Simetriéna matrika je kvadratna matrika za katero velja a;; = aj; za vse 1, j.
e Diagonalna matrika je matrika, ki ima nenicelne elemente le po diagonali.

e FEnotska matrika je diagonalna matrika z 1 po diagonali:

100 ...0
010 ...0
7=/0 01 ... 0
0 0 0 ... 1]

I, je enotska matrika dimenzije n x n.
e Zgornje trikotna matrika ima vse elemente pod diagonalo enake 0: a;; = 0 za 7 > j.

e Spodnje trikotna matrika ima vse elemente nad diagonalo enake 0: a;; =0 za i < j.

2.2.2 Operacije z matrikami
Sestevanje

Sestevamo lahko le matrike istih dimenzij. Za A = [aj]mxn in B = [bijlmxn, je
A+ B = [aij + bijlmxn.
Za matrike A, B, C' in 0 istih dimenzij velja:
(i) A+ B=B+ A,
(i) (A+B)+C=A+(B+0),
(iii) A+0= A4,

(iv) A+ (—A) =0 ( —A:= [—ajjlmxn je matriki A nasprotna matrika)
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Mnozenje s skalarjem

Za A = [aijlmxn iIn A €ER je
)\ . A == [)\ . azj]an.

Za matrike A, B in 0 istih dimenzij ter A, p € R velja:
() A- (- 4) = () - 4,

(i) A+p)-A=X-A+p-A,

(iii) A\-(A+B)=X-A+\-B,

(iv) 1-A=Ain0-A=0.

Mnozenje matrik

Mnozimo lahko le matriki, za kateri se Stevilo stoplcev prve ujema s Stevilom vrstic druge. Za
A = [aijlmxn in B = [bijlnxr je

n

A-B= [Cij]mxr y kjer je Cij = Z aikbkj
k=1

(oziroma: ¢;; je skalarni produkt vrstice A;) s stolpcem B @)).
Za matrike A, B in C ustreznih dimenzij in A € R velja:
(i) A-B # B- A (tudi ¢e sta oba definirana),

(A+B)-C=A-C+B-C,

(iii

)

(ii) (A-B)-C=A-(B-C),
)
)

(A-4)-B=A-(4-B)=A-(\-B),

(iv

Transponiranje

To je operacija, ki zamenja vrstice in stolpce v matriki. Za A = [a;j]mxn je AT = [@jilnxm- Ce
obstaja produkt matrik AB, potem je

(A-B)T =BT . AT.

2.2.3 Matrike kot preslikave

Matrika A € Ry,xn je preslikava R™ — R™. Matri¢ne operacije ustrezajo operacijam med
preslikavami. Posebej: produkt matrik ustreza kompozitumu preslikav.

2.2.4 Sistemi linearnih enacb

Sistem m linearnih enacb z n neznankami x1, xo, ..., T, zapiSemo kot:
anzry + apr2 + ... 4+ apr, = b

as1ry 4+ axprs + ... + agmxr, = b
. . (2.1)

amiT1 + amars + ... + amnTn = bm
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Pri tem so a;; € R koeficienti in b; € R desne strani sistema. Homogen sistem je sistem, kjer je
desna strani enaka 0: b; = 0 za vse j.

Sistem ([2.1) v matri¢ni obliki zapisemo kot Az = b, kjer so

a1 a2 ... Qip 1 b1

as1 @92 ... Qop T by
A= . . . . ) T = . ) b=

Ami Om2 .. Gmn Tn bm

Matriko [A|b] imenujemo razsirjena matrika sistema.

Gaussova metoda eliminacije

Gaussove eliminacije ali elementarne vrstiéne operacije so:
(i) zamenjava dveh vrstic,

(ii) mnozenje vrstice z nenicelnim Stevilom,

(iii) pristetje ene vrstice k drugi.

Matriki A in B sta ekvivalentni, A ~ B, ¢e lahko eno dobimo iz druge s pomocjo elementarnih
vrstiénih operacij.

Sistema Az = b in KA@N: b sta ekvivalentna natanko tedaj, ko sta njuni razSirjeni matriki
ekvivalentni: [A]b] ~ [A|b]. Ekvivalentna sistema imata iste resitve.

Gaussov postopek reSevanja sistema:
1. ZapiSemo razsirjeno matriko sistema [A[b].

2. 7 osnovnimi vrsti¢nimi operacijami dobimo matriko ekvivalentnega sistema zgornje triko-

tne oblike:
o -
0 1
all a12 T aln bl . . . . . . . .
asl a2 ... Q2p bg : : oo : ' ' ~—
[A]b] = ) . . S~ 10 0 .01 % .. ox|x | =[A]b).
: ¢ I : 00 ... 0 0
aAmli Qm2 .- Qmn | bm .
| 0 0 0 0 0|e |

3. Ce je kateri izmed elementov e razlicen od 0, potem sistem ni resljiv.

4. Za resljiv sistem poiscemo resitve od zadnje nenicelne vrstice navzgor. Lahko tudi nada-
ljujemo z eliminacijami in pridobimo $e vec nicel (v najlepsem primeru je A = I in dobimo

x =0b).

5. Stevilo nenicelnih vrstic v zgornje trikotni matriki A po koncu Gaussovega postopka ime-
nujemo rang matrike A in ga oznacimo z r(A). Pomeni stevilo linearno neodvisnih vrstic
matrike A.
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Struktura resitev linearnega sistema

Homogen sistem Ax = 0 je vedno resljiv, saj ima vsaj trivialno refitev x = 0. Moznosti za
reSitve:

e ce je r(A) = n, potem je x = 0 edina resitev sistema,
e ce je r(A) < n, potem ima sistem neskon¢no mnogo resitev oblike:
x=Ah1+- -+ Mh, Ai,..., A ER, (2.2)
pri ¢emer je k =n —r(A) in so hy, ..., hx med seboj linearno neodvisne resitve sistema.
Za nehomogen sistem Az = b, b # 0, velja:
e sistem je resljiv <= r ([A]b]) = r(A),
e Ce je r(A) = n, potem obstaja natanko ena resitev sistema,
e Ce je r(A) < n, potem ima sistem neskonéno mnogo resitev oblike
r =9+ 2TH,
kjer je xg neka delna ali partikularna reSitev nehomogenega sistema Ax = b in je xgy
splosna resitev prirejenega homogenega sistema Ax = 0 oblike .
2.2.5 Inverzna matrika in matriéne enacbe

Kvadratna matrika A je obrnljiva ali nesingularna, ¢e obstaja matrika, ki jo oznacimo z A1,

za katero je
A-At=T=4A""1. A

A~! imenujemo inverzna ali obratna matrika matriki A. Kadar obstaja, jo lahko pois¢emo z
Gasussovim postopkom: [A|I] ~ [I|A71].

Za dani matriki A, B € R, x, sta matriéni enacbi AX = B in YA = B re§ljivi natanko tedaj, ko

je matrika A obrnjiva. V tem primeru sta njuni resitvi enaki X = A"'Bin Y = BA~!.

2.2.6 Determinante

Determinanta je preslikava, ki nxn matriki A priredi realno stevilo, ki ga ozna¢imo z det A = | A|.
Definiramo jo induktivno:

n = 1: det[a] = a.

a1l a2
a1  G22

n = 2: = a11a22 — a12a921.

n > 2: ¢e je A = [aijlnxn in z Aj; oznacimo matriko dimenzije (n — 1) x (n — 1), ki jo dobimo
tako, da iz A “izrezemo” i-to vrstico in j-ti stolpec, potem je

n
det A := Z(*l)l—malj det Alj-
j=1
Temu recemo razvoj po prvi vrstici.

Lastnosti:

(i) Ce ima A kaksno nicelno vrstico, je det A = 0.
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(ii) Ce je A zgornje ali spodnje trikotna, je det A enaka produktu diagonalnih elementov A.
(iii) Ce dobimo matriko B tako, da v A zamenjamo dve vrstici, je det B = — det A.

(iv) Ce dobimo matriko B tako, da k neki vrstici A pristejemo mnogokratnik neke druge vrstice,
je det B = det A.

(v) Ce dobimo matriko B tako, da neko vrstico A pomnozimo s stevilom «, je det B = a-det A.
(vi) Za n x n matriko A in a € R velja: det(aA) = o™ - det A.
(vii) det(AT) = det A.

(viii) Ce sta matriki A in B istih dimenzij, je det(AB) = (det A)(det B).
(Pozor: det(A + B) # det A + det B)

(ix) Matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko je det A # 0.

Odtod sledi, da lahko determinanto izra¢unamo tudi z razvojem po i-ti vrstici:
n . .
det A = Z(—l)z-w(h;j det Aij,
j=1
z razvojem po j-tem stolpcu:
n
det A = Z(—l)lﬂazj det Aij,
i=1

ali s pomocjo Gasussovega postopka.

Formula za inverz obrnljive matrike:

12111 . Aln
-1 .

T det A K NE kjer je Aij = (—1)i+j det A;;.
An]_ P ATLTL

2.2.7 Lastne vrednosti in lastni vektorji

Stevilo A € R imenujemo lastna vrednost kvadratne matrike A, ¢e obstaja nenicelna resitev
matricne enacbe Av = Av. Vsaka taka resitev v # 0 se imenuje lastni vektor matrike A, ki
pripada lastni vrednosti .

Vse lastne vrednosti so nicle karakteristicnega polinoma matrike A:
ka(A) :=det(A—A) =0.
Pri tem velja:
e n X n matrika ima najve¢ n lastnih vrednosti.
e Vsak skalarni veckratnik lastnega vektorja A je spet lastni vektor A pri isti lastni vrednosti.

e Lastni vektorji, ki pripadajo razliécnim lastnim vrednostim, so med seboj linearno neodvi-
sni.
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Diagonalizacija

Kvadratno matriko A lahko diagonaliziramo natanko tedaj, ko obstajata taka obrnljiva matrika

P in diagonalna matrika D, da je
P'AP=D.

Za n x n matriko A je to mogocCe natanko tedaj, ko ima n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.
V tem primeru ima diagonalna matrika D po diagonali lastne vrednosti in so stolpci matrike P
ustrezni lastni vektorji.

Posebej, za simetriéno n x n matriko A = AT velja:
e ima n lastnih vrednosti,
e lahko najdemo n medsebojno pravokotnih lastnih vektorjev,

e obstaja ortogonalna matrika P, za katero velja P~! = PT in PTAP = D.



Poglavje 3

Osnove matemati¢cne analize

3.1 Stevilska zaporedja

3.1.1 Osnovni pojmi

Stevilsko zaporedje je preslikava a: N — R, kjer a(n) = a, imenujemo n-ti élen zaporedja in
zaporedje a zapisemo kot a = (ap)neN-

Zaporedje (by)neN je podzaporedje zaporedja (an)nen, ¢e ga dobimo tako, da v slednjem nekatere
¢lene izpustimo, vrstni red preostalih ¢lenov pa ohranimo.

Stevilo o € R je stekalisce zaporedja (an)neN, ¢e v vsaki okolici «v lezi neskonéno mnogo élenov
zaporedja, to je

za vsak £ > 0 ima neenacba |a — a,| < €,n € N, neskonéno resitev.
Stevilo a € R je limita zaporedja (ay,)nen, ¢e v vsaki okolici av lezijo vsi ¢leni zaporedja od
nekega indeksa ng dalje, to je

za vsak £ > 0 obstaja tak ng € N, da za vse n > ng velja |a — a,| < e.

Ce ima zaporedje (an)nen limito, ga imenujemo konvergentno in pisemo:
a= lim a,.
n—o0

Zaporedje, ki ni konvergentno, imnujemo divergentno.

Zaporedje (ap)nen je monotono naraséajoce (oziroma monotono padajoce), ko za vse n € N
velja a, < ap4q (oziroma a, > api1).

Zaporedje (an)nen je navzgor omejeno (oziroma navzdol omejeno), ko obstaja M € R, da za
vsak n € N velja a, < M (oziroma a, > M ). Zaporedje je omejeno, ko je navzgor in navzdol
omejeno.

Pri tem velja:

e Ce je a stekalisée zaporedja, potem obstaja neko podzaporedje tega zaporedja, katerega
limita je a.

e Bolzano-Weierstrassov izrek: Vsako omejeno zaporedje ima vsaj eno stekalisce.

23
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e Limita je edino stekalis¢e konvergentnega zaporedja.

o Cauchyjev kriterij: Zaporedje (an)nen je konvergentno <= za vsak € > 0 obstaja tak
no € N,da za vse m,n > ng velja |a,, — a,| < e.

e Vsako monotono narascajoce navzgor omejeno zaporedje je konvergentno.

e Vsako monotono padajoce navzdol omejeno zaporedje je konvergentno.

3.1.2 Operacije z zaporedji

Za zaporedji a = (an)nen in b = (by)nen so definirane naslednje operacije:
e vsota zaporedij: a+ b= (an + bp)nen,
e produkt zaporedja s skalarjem: Aa = (Aap)nen, A € R,
e produkt zaporedij: a-b = (an - bp)nen,

an

e Ce so vsi b, # 0, n € N, tudi kvocient zaporedij: % = <E>neN'

Racunska pravila za limite

Naj bosta (an)nen in (by)nen konvergentni zaporedji z limitama

lim a, =« in lim b, = .
n—oo n—roo

Potem veljajo naslednje trditve.

(i) Zaporedje (ay + byp)nen je konvergentno z limito: (an +byp) = a+ p.

lim
n—oo
(ii) Zaporedje (Aap)nen je za vsak A € R konvergentno z limito: lim (Aa,) = Aa.

n—oo

(iii) Zaporedje (ay - bn)nen je konvergentno z limito: lim (a, - by) = « - B.
n—oo

(iv) Ce so vsi b, # 0in 3 # 0, je zaporedje (%) N konvergentno z limito: lim (%) =3

n—oo
(v) Ce za zaporedje (cn)nen velja: a, < ¢, < by, za vse n € N, ter @ = [, potem je tudi

(¢n)nen konvergentno z limito: lim ¢, = a = f (“sendvi¢ pravilo”).
n— oo

Posebne limite

1 . sinn : . " 1\
lim — =0, lim =0, lim Yn=1, lm (1+=-) = lim (1-— =e.
n

n—oo N n—oco N n—00 n—00 n—o0

3.2 Stevilske vrste

3.2.1 Definicija in primeri
Naj bo (an)nen Stevilsko zaporedje. Temu zaporedju priredimo zaporedje delnih vsot s Eleni
k

Sp = Y. ap. Limito dobljenega zaporedja imenujemo Stevilska vrsta:
n=1

Zan = lim s. (3.1)
ot k—o0
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Vrsta (3.1) je konvergentna natanko tedaj, ko je konvergentno zaporedje (si)ren. Vsota vrste
(3.1) je enaka limiti zaporedja (sk)ken, Ce ta obstaja. V nasprotnem primeru je vrsta divergen-
tna.

Nekaj lastnosti:

Ce ] A) k je li =0.
e Ce je vrsta (3.1) kovergentna, potem je Jim_a, 0

- o0 00
e Ce sta vrsti »_ a, in > by, konvergentni in je A € R, potem sta konvergentni tudi vrsti
~ n=1 - n=1
> (an +by) in > Aay, ter velja:
n=1 n=1
(o9} oo oo o0 o
Z(an—i—bn) = Zan+2bn in Z)\an = /\Zan.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

3.2.2 Posebni primeri vrst

o0
1. Geometrijska vrsta Y. aq" ! je konvergentna za |g| < 1 in v tem primeru je njena vsota
n=1
enaka .
q
oo
2. Harmonicna vrsta ) % je divergentna.
n=1
oo
3. Vrsta s pozitivnimi ¢lent, Y, an, kjer so vsi a, > 0, je konvergentna je natanko tedaj, ko
n=1

je zaporedje njenih delnih vsot omejeno.

Primerjalni kriterij: Denimo, da je velja 0 < a, < b, za vsak n € N.

. ) 00
(i) Ce je vrsta ) b, konvergentna, je konvergentna tudi vrsta Y ay.
n=1 n=1

. 00 )
(ii)) Ce je vrsta > a, divergentna, je divergentna tudi vrsta »_ b,.
n=1 n=1

o0
4. Alternirajoca vrsta: Y (—1)"ay, kjer je a, > 0.

n=1

Leibnizov kriterij: Ce je zaporedje (an)nen monotono padajoce in je li_>m an = 0, potem je
n oo

o0
alternirajoca vrsta . (—1)"a, konvergentna. V tem primeru velja ocena za napako:
n=1
|s — sn| < an+1, kjer je s vsota vrste in s, delna vsota vrste.

(e8] o0
5. Absolutno konvergentna vrsta: > ay je absolutno konvergentna, ¢e je vrsta »_ |a,| kon-
n=1 n=1

vergentna. Vsaka absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.

v o0
Korenski test: Ce je lim {/|a,| < 1, je vrsta Y. a, absolutno konvergentna, ce je ta
n—00 ne=1
limita > 1, pa divergentna.

o0
< 1, je vrsta Y. a, absolutno konvergentna, ¢e je ta
n=1

Kvocientni test: Ce je lim
n—oo

limita > 1, pa divergentna.

An41
an
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3.3 Limita funkcije

3.3.1 Definicije

Naj bo funkcija f definirana v okolici to¢ke a. Stevilo L € R je limita funkcije f v tocki a, ¢e za
vse z blizu a velja, da je f(z) blizu L, oziroma natanéneje:

L= li_r>n f(z) <= zavsak e >0 obstaja tak 6 > 0, da za vse |z —a| < J velja |f(z) — L| < e.
xT a
<= za vsako konvergentno zaporedje (x,)nen z lim z, = a je konvergentno
n—oo

tudi zaporedje (f(zn)),en 2 li_)m f(xn) = L.

Stevilo L™ € R je leva limita (oz. Lt € R je desna limita) funkcije f v tocki a, ce v zgornji
definiciji upostevamo le tocke levo (oz. desno) od a. Pisemo:

L™ = 1i1{n f(x) in LT = liin f(x).

Limite v neskonénosti

Naj bo funkcija f definirana na [a,00). Stevilo L € R je limita funkcije f v co, ¢e vsaka okolica
L vsebuje vse vrednosti f(x) od nekega x naprej, oziroma natancneje:

= li_>m f(x) <= =za vsak € > 0 obstaja tak M > a, da za vse x > M velja |f(z) — L| < .
x o

Naj bo funkcija f definirana na (—oo,b]. Stevilo L € R je limita funkcije f v —oco, ¢e vsaka
okolica L vsebuje vse vrednosti f(x) od nekega = nazaj, oziroma natancneje:

L= lim f(x) <= =zavsak ¢ >0 obstaja tak M <b, da za vse x < M velja |f(z) — L| < e.
Tr—r—00

Naj bosta f,g : [a,00) — R. Funkcija g je asimptota funkcije f, ce je
lim (f(z) — g(x)) = 0.
T—>00

Ce ima f za asimptoto premico g(z) = kx + n, potem je

Obratno, ¢e ti dve limiti obstajata, je g(z) = kx 4+ n asimptota za f.

3.3.2 Racunska pravila za limite

Naj bo a € RU {£oo}. Ce obstajata limiti funkcij f in g v tocki a, potem obstajajo tudi
naslednje limite in veljajo pravila:

(i) lim (A f(z)) = (nm f(x)), A€ER;

Tr—a r—a

(i) lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) = lim g(x);

r—a

(i) lim (f(x) - 9(2) = (lim f(2)) - (Llim g()):

r—ra T—a Tr—a
N . .. f@Y _ Jim f(2)
(iv) ce g(z) # 0 in lim g(z) # 0, je lim (W)) = T @

Tr—ra

(v) Ce za vse x v neki okolici a velja: f(z) < g(x) < h(x) in obstajata limiti lim f(z) =
Tr—a
L.

lim h(z) = L, potem je tudi lim g(z) =
Tr—a

r—a



FGG UNI BI Matematika 1 - izpiski predavanj (M. Kramar Fijavz)

27

3.4 Zveznost funkcije

3.4.1 Definicije

Funkcija f je zvezna v tocki a € D(f) natanko tedaj, ko je izpoljena katerakoli od ekvivalentnih
trditev:

(i) obstaja lim f(z) in velja: ilg}t f(z) = f(a);

T—ra

(ii) za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za vse |x —a| < d velja |f(z) — f(a)| < ¢;

(iii) za vsako zaporedje (zy,)nen, ki konvergira k a, velja:

lim f(z,) = f (lim 2, ) = f(a);

n—o0 n—oo

(iv) obstajata limiti L~ = lim f(z) in LT = lim f(x) ter velja: L~ = LT = f(a).

zta zla

Funkcija je v a zvezna z desne oz. leve, ¢e v definiciji upostevamo le leve oz. desne limite.

3.4.2 Operacije z zveznimi funkcijami

o Ce sta funkciji f in g zvezni v tocki a, potem so v a zvezne tudi funkcije A\f (A € R), f+g,
fogin i (e gla) #0).

e Ce je funkcija g zvezna v tocki a in funkcija f zvezna v tocki g(a), potem je funkcija fog
zvezna v tocki a.

e Ce je funkcija f: [a,b] — [c,d] zvezna v vsaki tocki in bijektivna, potem to velja tudi za
funkcijo f~': [c,d] — [a, b].

e Vse elementarne funkcije (polinomi, racionalne funkcije, trigonometri¢ne funkcije, ekspo-
nentna funkcija) so zvezne v vseh tockah svojega definicijskega obmocja. Prav tako vse
funkcije, ki jih iz njih dobimo s pomoc¢jo navedenih operacij.

3.4.3 Zvezne funkcije na zaprtem intervalu

Naj bo f: [a,b] — R zvezna (to je zvezna na vseh tockah znotraj (a,b), zvezna z desne v a in
zvezna z leve v b). Oznagimo:

m:=inf{f(x) |z €la,b]} in M:=sup{f(z)|z€[a,b]}.
Potem veljajo naslednji izreki.
Izrek o ekstremih. Obstajata taki tocki ,,,zy € [a,b], da je f(zy,) =m in f(zp) = M.

Izrek o ni¢lah. Ce je f(a)f(b) < 0, potem obstaja vsaj ena tocka ¢ € [a,b], za katero je
f(c) = 0. (Na tem izreku temelji metoda bisjekcije za iskanje nicel zvezne funkcije.)

Izrek o vmesnih vrednostih. Za vsak s € [m, M] obstaja vsaj ena tocka d € [a, b], za katero

je f(d) = s.
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3.5 Odvod

3.5.1 Motiv

Graf funkcije je mnozica tock (krivulja) v ravnini, podana s predpisom:

g(f) = {(z, f(x)) [ = € D(f)}

Denimo, da lahko na graf zvezne funkcije v tocki xg polozimo tangento.

Smerni koeficient tangente dobimo z limito

diferencnega kvocienta: y=kxr+n
f(zo +h) 9t)
k=l 4 @0+ h) = flzo)
h—0 h
[ (o)
Lo xo+h

3.5.2 Definicija

Naj bo funkcija f definirana na neki okolici tocke xg. Funkcija f je odvedljiva v xq, ¢e obstaja

limita
f(@o + h) — f(zo)
Y .
Stevilo f’ (zo) imenujemo odvod funkcije f v tocéki xp in je enako smernemu koeficientu tangente

na graf funkcije v tocki (2o, f(20)). Ce v (3.2) vzamemo le levo oz. le desno limito, dobimo levi
0z. desni odvod f v xq:

F'(z0) = lim (3.2)

f1(wo) = lim flao ¥ hf)b —J@) () = lm flao + hf)L — [ (o)

Funkcija f je odvedljiva na intervalu [a,b], ¢e je odvedljiva v vsaki toc¢ki x € (a,b), v tocki a
odvedljiva z desne in v tocki b odvedljiva z leve.

Ce je funkcija f odvedljiva v tocki xg, je v tocki zg tudi zvezna.

3.5.3 Racunska pravila za odvajanje

Ce sta funkciji f in ¢ odvedljivi v tocki zg, so v tocki zo odvedljive tudi f + g, fg, \f, kjer je
A€R,in 5, za g(xg) # 0, ter veljajo naslednje formule:

(f 4+ 9) (z0) = f'(w0) + ¢'(x0)
(f9) (x0) = f'(x0)g(wo) + f(x0)g' (x0)
(Af) (o) = Af' (o)

(f)/ (30) = f'(z0)g(xo) — f(wo)g' (o)
g) " 9(x0)?
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Verizno pravilo ali odvod kompozituma

Ce je funkcija f odvedljiva v tocki z¢ in je funkcija g odvedljiva v tocki f(z), je kompozitum
g o f odvedljiv v zq in velja

(g0 f) (o) =g’ (f(x0)) - f'(z0)-

Odvod inverzne funkcije

Naj bo f: (a,b) = (c,d) bijekcija, ki je odvedljiva v tocki zo € (a,b). Ce je f'(zg) # 0, potem
je inverzna funkcija f~1 : (c,d) — (a,b) odvedljiva v tocki yo = f(x¢) in velja
1 1

—1y/ . .
U™ w0 = 705 = 7

Odvodi nekaterih elementarnih funkcij

1
C'"=0(CeR sinz) = cosx arcsinz) = ———
(CeR) (sin) e
1
) =az* ! (a €R cosz) = —sinx arccos ) = — ————
(@) (a€R) (cosa) (arccos ) = ————
1 1 1
! _ ! __ I __
(Inz) = p (tanz)’ = P (arctanx)’ = 52
1
(e®) =e” (cotz) = ——
sin“ x

3.5.4 Ekstremi funkcije
Naj bo f: (a,b) — R. Tocka « € (a,b) se imenuje
e lokalni maksimum funkcije f, ¢e obstaja e-okolica O.(«) := (a— e, +¢€) tocke a, da velja

f(z) < fla) za vse x € O ()

e lokalni minimum funkcije f, ¢e obstaja e-okolica tocke «, da velja

f(z) > f(a) za vse z € O (a).

o lokalni ekstrem, Ce je lokalni minimum ali lokalni maksimum.

Ce ima f v a lokalni ekstrem in je f odvedljiva v a, potem je f’(a) = 0. Tocko «, za katero je
() =0, imenujemo stacionarna toc¢ka funkcije f.

Po izreku o ekstremih zvezna funkcija f : [a,b] — R na [a, b] doseze ekstremne vrednosti (=glo-
balne ekstreme), ki jih imenujemo

e ) € [a,b] je globalni maksimum funkcije f, ¢e f(x) < f(xp) za vse x € [a,b],
e 1, € [a,b] je globalni minimum funkcije f, ¢e f(x) > f(xy) za vse = € [a,b].

Ce je funkcija f zvezna na [a,b] in odvedljiva na (a,b), potem doseze svoje ekstreme vrednosti
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3.5.5 Klasic¢ni izreki o odvedljivih funkcijah

Rollejev izrek. Naj bo funkcija f zvezna na [a,b], odvedljiva na (a,b) in f(a) = f(b). Potem
obstaja vsaj ena tocka & € (a,b), da velja f/(£) = 0.

Lagrangejev izrek. Naj bo funkcija f zvezna na [a,b] in odvedljiva na (a,b). Potem obstaja
vsaj ena tocka & € (a,b), da velja

Posplosen Lagrangejev izrek. Naj bosta funkciji f in g zvezni na [a, b] in odvedljivi na (a, b).
Potem obstaja vsaj ena tocka £ € (a,b), da velja

(f(0) = f(a)) - 4'(§) = (9(b) — g(a)) - F'(£).

Posledice Lagrangejevega izreka. Naj bo f zvezna na [a,b] in odvedljiva na (a,b).
(i) Ceje f'(z) = 0 za vse x € (a,b), potem je f konstantna funkcija.
(ii) Ceje f'(z) = ¢'(z) za vse = € (a,b), potem je f(x) = g(z) + C za nek C € R.

(iii) Ce je f'(z) > 0 za vse x € (a,b), potem je funkcija f na (a,b) narascajoca, tj. za
poljubna a < x1 < x9 < b velja f(z1) < f(x2).

(iv) Ceje f'(z) < 0zavsez € (a,b), potem je funkcija f na (a,b) padajoca, tj. za poljubna
a<x <xo<bvelja f(z1) > f(x2).

(v) Funkcija f ima v tocki a € (a, b) lokalni ekstrem natanko tedaj, ko f’ v tocki o menja
predznak.

L’Hépitalov izrek. Naj bosta f in g odvedljivi funkciji na (a,b) in za tocko o € (a,b) velja
f(a) =g(a) =0 ter g(x) # 0 in ¢'(x) # 0 za x # a. Ce obstaja limita
f'(@)

T ey

f(z)

potem obstaja tudi lim << in je enaka L.
z—a 9()

Izrek velja tudi za limite oblike li_r}n %, ko je f(a) = g(a) = 00, ko je o = +o00, ter za

enostranske limite.

3.5.6 Visji odvodi

Ce je funkcija f : (a,b) — R odvedljiva za vsak z € (a,b), nam predpis = — f'(x) definira novo
funkeijo f': (a,b) — R, ki jo imenujemo prvi odvod f. Oznaka: f' = f(),

Induktivno: ée je f(™ za nek n € N odvedljiva za vsak = € (a,b), nam predpis z — (f(”) (x))/
definira funkcijo f"*1: (a,b) — R, ki jo imenujemo (n 4 1)-ti odvod f.
Dogovor: fO(z) := f(z).

Formula za n-ti odvod produkta. Ce sta funkciji f in g v tocki = n-krat odvedljivi, potem

velja formula
n

70" @ =3 (1)1 P @) g o)

k=0
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3.5.7 Taylorjeva formula

Taylorjev izrek. Naj bo f (n + 1)-krat zvezno odvedljiva funkcija na intervalu (a,b) in xg €
(a,b). Potem za vse z € (a,b) velja

n o p(k) (n+1)
f(z) = kgo / k(!l“o) (x — xo)k + m(aﬁ — xo)"H za nek £ € (xg,x) (3.3)
T () Rnlz)

Formulo (3.3) imenujemo Taylorjeva formula, izraz T,,(x) Taylorjev polinom funkcije f v tocki
xo stopnje n, ter R, (x) ostanek ali napaka.

e Druga oblika zapisa Taylorjeve formule (x = xo + h in £ = o + ¥h za nek ¥ € (0,1)):

N P o) FO D (o + 9R)
f(x”h)_kzo P O I

e Taylorjeva formula za xg = 0 se imenuje tudi Maclaurinova formula:

" k) (n+1)
f(z) = Z ! k‘(O)xk + mgz"H za nek & € (0,z)
L !

Diferencial

Za odvedljivo funkcijo f na intervalu (a,b) velja

f(zo+ h) = f(xo) + f'(xo)h.
——
df (zo)

Izraz df (zg) imenujemo diferencial funkcije f v tocki xg pri prirastku h. Napaka aproksimacije
je enaka Ry := %f"(g)h2 za nek & € (xg, zo + h). Enacbi zapisani v obliki

f(@) = f(xo) + f'(w0)(z — x0),

recemo tudi linearizacija f.

Konveksnost in konkavnost

Funkcija f je konveksna (oz. konkavna) na (a,b), ¢e za vsak xy € (a,b) njen graf lezi nad
(0oz. pod) tangento na ta graf v tocki (xo, f(zo)).

Tocko, kjer funkcija f preide iz konveksnosti v konkavnost ali obratno, imenujemo prevojna
toc¢ka ali prevoj funkcije f.

Za funkcijo f, ki je dvakrat zvezno odvedljiva na (a,b), velja naslednje.
e Ceje f"(x) > 0 za vsak x € (a,b), potem je f konveksna na (a,b).
e Ceje f"(x) <0 za vsak x € (a,b), potem je f konkavna na (a,b).
e Ce je g € (a,b) prevojna tocka f, potem je f”(zg) = 0.

e Funkcija f ima v tocki zg € (a,b) prevoj natanko tedaj, ko f” v tocki xy menja predznak.
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3.6 Integral

3.6.1 Motiv in definicija

Za pozitivno funkcijo f: [a,b] — R Zzelimo izrac¢unati plos¢ino obmocja, ki ga tvori graf f z
abscisno osjo. Interval [a, b] razdelimo na n podintervalov z delilnimi tockami

a=20 <21 <X <+ < Xp_1 < xTp =b. (3.4)

V vsakem od teh intervalov izberemo poljubno tocko & € [zr_1,xk], K = 1,2,...,n, oznac¢imo
dolzino k-tega intervala z Axy := xp — 21 in tvorimo Riemannovo integralsko vsoto

on =Y f(&) Axg, (3.5)
k=1

kar je prvi priblizek za iskano plos¢ino. Pravo vrednost (t.i. doloceni intergral) bomo dobili z
limito oy, ko gre n — oo in Axy — 0.

Definicija. Naj bo f: [a,b] — R poljubna funkcija. Stevilo I imenujemo doloceni integral
funkcije f na [a,b], ¢e za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da velja implikacija:

max Azy <0 = |I —oy,| <e,
1<k<n

neodvisno od izbire delilnih tock xy in & € [zk—1, 2k Ce tako stevilo T obstaja, pravimo, da je
funkcija f integrabilna na intervalu [a, b] in piSemo

I:/f(a:) dx

a
Pri tem velja:

b
e Vrednost [ f(z) dx predstavlja ploséino obmocja pod grafom f samo v primeru, ko je
a

f(z) > 0 za vse z € [a,b].
e Ce je funkcija f integrabilna na [a, b], potem je omejena [a, b).

e Ce je funkcija f zvezna na [a, b], potem je integrabilna [a, b].

3.6.2 Lastnosti dolocenega integrala

1. Ce je funkcija f integrabilna na [a,c| in [c,b], potem je integrabolna tudi na [a,b] (in
obratno) ter velja
b c b
/f(:):)d:r—/f(w)dx—i—/f(:c)dx.

2. Ce sta funkciji f, g : [a,b] — R integrabilni in X\ € R, sta integrabilni tudi funkciji f + ¢ in
Af ter velja

(i) /b(f(x)Jrg(x)) dﬂf—/bf(fb) dw+/bg(3?) da;
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b

(i1) /b)\f(x) do = A/f(:c) e

b
(iii) ¢e je f(x) < g(x) za vse = € [a, b], potemJe/f S/g

a b a
3. Za a < b definiramo [ f(z)dx :=— [ f(z)dx in [ f(z)dr =
[ e

4. Ce je funkcija f: [a,b] — R integrabilna, je integrabilna tudi |f| in velja ocena

/bf(x)dw S/b\f(w) dx

5. Izrek o srednji vrednosti. Ce je funkcija f: [a,b] — R zvezna, potem obstaja tak
€ € [a,b], da je

b
/ f(x)dz = (b— a)f(£).

Vrednost f(£) = f imenujemo srednja vrednost funkcije f na intervalu [a, b].

6. Newton-Leibnizov izrek. Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija in definirajmo

:/f(t)dt za x € [a,b].

Potem je funkcija F': [a,b] — R odvedljiva in F'(z) = f(z) za vse x € [a,b].

3.6.3 Izracun dolocenega integrala
Naj bo f zvezna na [a,b], ® odvedljiva na [a,b] in ®'(z) = f(z) za vsak = € [a,b]. Potem
je
; b
[ @) do = 26) - 2(0) = [2(@)]: = 0(a)]

Funkcijo ® imenujemo primitivna funkcija funkcije f na intervalu [a, b].

3.6.4 Nedoloceni integral

Naj bo I C R nek interval in f: I — R. F: I — R je primitivna funkcija funkcije f, ce
je odvedljiva na I in velja F'(z) = f(z) za vse x € I. Primitivna funkcija je dolocena le
do konstante natanéno. Mnozico vseh primitivnih funkcij dane funkcije imenujemo nedoloceni
integral in piSemo:

/f (x)+C, CeR.
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Osnovni nedoloc¢eni integrali:

o rotl dx
/x dx—a+1+C ( £ —1) /xln|x]+C (x #0)

xX
/emdx:eijC /amdx:a—i—c
Ina
/sinxdx:—cosa:+0 /cos:rd:c:sinx+C
1 1
——dr = —cotx +C 5— dr =tanz + C
sin® x cos? x
1 1
/1+x2 dxr = arctanx + C /wdx:arcsinx%—c (x € (—1,1))

Lastnosti nedoloCenega integrala:

0) [ (1) +9@) do= [ f@)do+ [ gla)da.
(i) //\f(x) i — )\/f(x) de, A E€R.

3.6.5 Metode za izracun integrala

Vpeljava nove spremenljivke

(i) Nedologeni integral: Ce je F(r) = /f(:r) dx in je x = z(t) odvedljiva funkcija, potem
velja

F (a(t)) = / f ((t) - '(t) dt.

(ii) Doloéeni integral: Ce je f(z) zvezna na [a,b], funkcija x(t) zvezno odvedljiva na [a, f]
in z ([e, B]) C [a, b], potem velja

z(B) B
/f(w) dx:/f(:c(t))-x’(t) dt.

z(a)

Integracija po delih (per partes)

(i) Nedoloéeni integral: Ce sta u in v odvedljivi funkciji, potem velja

/ w(@) (z) dz = u(z)o(z) — / o (2)o(z)dz oz krajie: / wdv = uv — / v du.

(ii) Doloéeni integral: Ce sta funkciji u, v : [a,b] — R zvezno odvedljivi, potem velja

b b
— v du.
a a

b
b
—/u’(a:)v(a:) dxr  oz. krajse: / u dv = uv
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3.6.6 Posploseni ali izlimitirani integrali
1. Neomejena funkcija: f je zvezna na [a,b] \ {zo} in v z¢ neomejena.
(i) Naj bo f(z) zvezna na (a,b] in neomejena v tocki zop = a. Potem je

b

Jrovmg f o

a a-+te

¢e limita obstaja.
(ii) Naj bo f(x) zvezna na [a,b) in neomejena v tocki o = b. Potem je

b

[ =y [ s

a

¢e limita obstaja.

(iii) Naj bo f(x) zvezna na [a,b] \ {c} in neomejena v tocki z¢o = ¢ € (a,b). Potem je

/f dx_hm/f da:+hm/f

c+6

Ce obe limiti obstajata.

o

2. Neomejeno obmocje: [ f(z)

b %)
de, [ f(z)dzin [ f(z)dz, kjer je funkcija f zvezna.

(a) Naj bo f(z) zvezna na [a,00). Potem je

/f(x) dz = ble f(z)dx

¢e limita obstaja.
(b) Naj bo f(x) zvezna na (—oo,b). Potem je
b b

/f(x)d:c = lim f(z)dx

a——00

¢e limita obstaja.

(¢) Naj bo f(z) zvezna na R. Potem je

C

oo b
/f(x)dx = lim f(:c)dx+bli>m/f(x)da:

a——0o0
a

za nek ¢ € R, ¢e obe limiti obstajata.
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3.6.7 Uporaba dolocenega integrala
Ploscina

Naj bosta f,g: [a,b] — R zvezni in naj velja f(xz) > g(x) za vsak x € [a,b]. Potem je plos¢ina
lika
L={(z,;y) eR’|a<z<b g(z) <y< f(a)}

enaka

b
S(L) = / (f(2) - g(a)) da.

Loéna dolzina

Naj bo f: [a,b] — R zvezno odvedljiva funkcija. Potem je dolzina krivulje
K = {(z,f(z)) €R* |z € [a,b]}

enaka

Prostornina

e Naj telo G lezi med ravninama z = a in x = b ter naj bo abscisna os taka os telesa G, da
v vsaki tocki z € [a,b] poznamo plos¢ino S(z) preseka telesa G z ravnino pravokotno na
abscisno os skozi tocko (z,0,0). Ce je S(x) zvezna funkcija na [a, b, je volumen telesa G
enak

b
V(@) = / S(x) dz.

e Naj bo f zvezna funkcija na [a,b] in f(x) > 0 za vsak = € [a,b]. Naj bo G rotacijsko telo,
ki ga popise lik
L={(z,y) eR?|a<z<b0<y< f(z)}

pri rotaciji okrog z-osi. Potem je volumen telesa G enak

b

V(G) = / 2(z) da.

a

Povrsina rotacijske ploskve
Naj bo f zvezna funkcija na [a,b] in f(x) > 0 za vsak = € [a,b]. Naj bo G rotacijsko telo, ki ga
popise lik

L={(z,y) ER*|a<z<b0<y< f(z)}

pri rotaciji okrog x-osi. Potem je povrsina rotacijske ploskve (plasca telesa G)

b

P(G) = 27T/f($)\/ 1+ (f'(2))* da.

a
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Masa in masno sredisScée likov

Naj bodo f, g, p: [a,b] — R zvezne funckije. Za tanko plosco z gostoto masne porazdelitve p ter
oblike

{(z,y) eER*|a<a<b, glx) <y< flz)}

so masa m in koordinate masnega sredisca T'(z*, y*) enaki

m = / o) (f(z) — g(x)) de,

b
v = o [an(e) (F(@) - g(a) d

3.6.8 Numeri¢no racunanje doloc¢enega integrala

b
Naj bo f: [a,b] — R zvezna pozitivna funkcija. Vrednost integrala / f(z) dzx lahko priblizno
izracunamo npr. ¢
(i) z delitvijo intervala [a, b] na n enakih delov dolzine h = l’fTa ter aproksimacijo plos¢ine pod

grafom f na podintervalih s pravokotniki (uporabimo Riemannovo vsoto (3.5)) ali trapezi,
kjer dobimo trapezno formulo:

5235

k=1

(Ye—1 + k),  yr = f(21), 75 so delilne tocke (3.4).

I\D\b

Za funkcijo f, ki je dvakrat zvezno odvedljiva, je ocena za napako pri uporabi trapezne
formule enaka 5
(b—a) "
x [f7(x)].

R,
| | 12n2 z€[a,b]

(ii) z aproksimacijo funkcije f s Taylorjevim polinomom.

3.6.9 Definicija logaritemske in eksponentne funkcije

Logaritemska funkcija je definirana kot

L(x) = In(x) =log,.(x) := - x> 0.

Je bijektivna preslikava (0,00) — R in njej inverzno preslikavo ozna¢imo z
E(z) = exp(z) = e := L ()

ter imenujemo eksponentna funkcija. Stevilo e := E (1) imenujemo Fulerjevo stevilo.
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3.7 Potencne vrste

Potenéna vrsta je funkcijska vrsta oblike

Zan(:p —x9)", (3.6)
n=0

kjer so a,, € R dani koeficienti in g € R dana tocka. Za Vsak ¢ € R je Stevilska vrsta.
Konvergencéni polmer potencne vrste definiramo kot
R :=sup{t € R | vrsta konvergira za x = t}
in konvergenéni interval kot K := (xg — R, z9 + R). Potem velja
e zax ¢ [xg — R,xo + R] vrsta divergira;

e 7za x = zog = R obnaSanje ni doloc¢eno;

¢e je R =0, vrsta divergira povsod razen v z = xg;

e Ce je R = oo, vrsta konvergira za vsak x € R;

konvergenc¢ni polmer lahko izracunamo kot

1
R=——— = lim

lim {/]a,| 7

n—o0

an

an+41

Naj ima potenc¢na vrsta s(z) = Y 2 anx™ konvergenéni polmer R > 0. Potem jo smemo
¢lenoma odvajati in integrirati ter velja

(i) za vse x € K je

oo
s'(z) = Z na,z" !
n=1

(ii) za vse a,b € K je

b o b
/ s(z)dr = Z/ apz" dx.
a n=0 a

Tudi obe dobljeni potenéni vrsti imata konvergenéni polmer enak R.

3.7.1 Taylorjeve vrste

So posebni primeru potenénih vrst, ki jih dobimo z uporabo Taylorjeve formule (3.3)). Ce je f
neskonéno-krat odvedljiva na [a,b], g € [a,b] ter velja lim R,(x) = za vse x € [a,b], potem
n—oo

je

Taylorjeva vrsta za f v okolici tocke xg.
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Nekaj pomembejsih Taylorjevih vrst:

o0 n

e’ = Z —, * €R (eksponentna vrsta)
“— nl
o p2n+1
inx = —1)"——, x € R (trigonometri¢na vrsta - sinus)
ine =S
n=
& 2n
= 1" v xr € R (trigonometri¢na vrsta — kosinus)
cosm—Z( ok g
n=0
1 [e.e]
L= Zm”, || <1 (geometrijska vrsta)
n=0
oo :L‘n
In|l+z| = Z(—l)”“;, |z] <1 (logaritemska vrsta)
n=0

3.7.2 Eksponentna funkcija v kompleksnem

S pomocjo vrste lahko definiramo

n=0

Eulerjeva formula

eV — |e?| (cosy + isiny), z=uzx+iyeC.

eT4+1=0
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