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1 Funkcije vec realnih spremenljivk

1.1 Metrika prostora R"
V prostoru n-teric R" = {x = (z1,x2,...,2,) | x; € R} definiramo

o skalarni produkt
n
<X7Y> = szyz
i=1

e (evklidsko) normo ali dolzino
[l =V {x, %) =
e (evklidsko) metriko ali razdaljo

d(x,y) =[x —y[ =

Vzemimo tocko a € R™, mnozico A C R" in Stevilo € > 0.

e c-okolica tocke a je mnozica
K.(a) ={x € R" | d(x,a) < ¢}.
e a je notranja tocka mnozice A, ¢e obstaja okolica K.(a), ki je vsa vsebovana v A. Mnozico
vseh notranjih tock imenujemo notranjost mnozice A.
e a je zunanja tocka mnozice A, ¢e obstaja okolica K.(a), ki je vsa vsebovana v R™\ A.

e a je robna tocka mnozice A, ¢e vsaka okolica K.(a) seka A in R™\ A. Mnozico vseh robnih
toc¢k imenujemo rob mnozice A in jo oznac¢imo z JA.

e A je odprta mnoZica, Ce je vsaka njena tocka notranja tocka. A je zaprta mnoZica, e je
R™\ A odprta mnozica.

e A je omejena mnoZica, ¢e obstajatak e > 0, daje A C K.(0); sicer je mnozica A neomejena.

e Zaporedje tock (ay)reny € R™ konvergira k tocki ag € R™, oznaka: lim ap = ag, ce je

k—o00
lim ||a; — ap|| = 0.
k—o0
1.2 Skalarne funkcije ve¢ spremenljivk
Definicijsko obmocje in graf
Predpis f, ki vsaki tocki x = (x1,x9,...,2,) € D C R" priredi natanko dolo¢eno realno stevilo

f(x), imenujemo (skalarna) funkcija n spremenljivk:

fiDCR" R, xe€D~ f(x)€R.
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(Naravno) definicijsko obmocje D(f) C R™ funkcije f je mnozica vseh tock v R™, za katere lahko
izra¢unamo vrednost f(x).

Zaloga vrednosti funkcije f je mnozica

Z(f) ={2€R|z=f(x) zanek x € D(f)} CR.

Graf funkcije f: D(f) C R™ — R je mnozica

G(f) ={(x f(x) | x = (w1, 2,...,2,) € D(f)} C R"".

Limita in zveznost

Stevilo « je limita funkcije f: D — R v tocki a = (ay,...,a,) € DUAID, ¢e za vsak € > 0
obstaja tak § > 0, da za vse x € D velja:

ceje 0 <d(x,a) <d potemje d(f(x),a)<e.
Oznaka: a = lim f(x).
Xx—a

Naj bo f: D — R, kjer je D C R™ odprta mnozica. Funkcija f je v tocki a = (ai,...,a,) € D
zvezna, Ce obstaja limita li{}n f(x) in ¢e je ligl f(x) = f(a).
X—a X—a

Funkcija f je zvezna na obmocju A\ C D, ¢e je zvezna v vsaki tocki iz A.

Vse elementarne funkcije kot tudi operacije med njimi so zvezne na svojih definicijskih obmocjih.

Parcialni odvodi

Naj bo f: D — R, kjer je D C R"™ odprta mnozica. Funkcija f: D — R je v tocki a =

(a1,...,an) € D parcialno odvedljiva po spremenljivki x;, ¢e obstaja limita
lim flar,...;a; +h,...;ap) — f(al,...,an).
h—0 h

Limito imenujemo parcialni odvod funkcije f po x; v tocki a in jo oznac¢imo z %(a) = fz,(a).

Posebej za n =2, f: D C R? = R, ozna¢imo

0 h,b) — f(a,b) . 0O .
a—i(a,b) ::Illi_rﬂ)f(a_‘_ f)z f(a,5) in (9‘5(&7()) ::}lll_r%

fla,b+h) — f(a,b)
h

(Ce limiti obstajata) ter ju imenujemo parcialni odvod funkcije f po x oz. poy v tocki (a,b) € D.
Ce je f: D CR™ — R parcialno odvedljiva po vseh spremenljivkah, imenujemo vektor

grad(f)(a) = V f(a) = (§£<a>, @y, %(a))

gradient funkcije f v tocki a = (ai,...,a,) € D.

Funkcija f: D C R" — R je v tocki a diferenciabilna, ¢e je parcialno odvedljiva po vseh
spremenljivkah in so vsi njeni parcialni odvodi zvezni v tocki a.
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Odvodi visjih redov

Naj bo f: D C R"™ — R parcialno odvedljiva na odprti mnozici D. Parcialni odvodi f definirajo
funkcije %: D — R, ki jih lahko, ¢e so parcialno odvedljive, ponovno parcialno odvajamo in

dobimo parcialne odvode visjih redov, kot na primer

o2f 0 (af> o2f 0 <6f> »#r 0 ( o2 f >

87022 = Ox; \ 0x; O0x;0x; = ox; 871:] 0x;0z 0z}, = Ox; \ Ox ;0

= .. . . . 0%f - 02 f .
Ce za funkcijo f na D obstajata meSana parcialna odvoda 9z,00; 1 9,0, ter sta zvezni funkciji,

potem za vse a € D velja
o0 f o0 f

al‘ial‘j = al‘JaZL‘z a-

Verizno pravilo za primer n = 2
Naj bo f: D — R, kjer je D C R? odprta mnozica in f zvezno parcialno odvedljiva na D.

1. Ce sta funkciji u,v: (o, 8) — R odvedljivi in velja (u(t),v(t)) € D za vsak t € (a, 3),
potem je funkcija

hi (@ B) =R, h(t) = f (u(t),v(t))

odvedljiva in za vse t € (a, 3) velja

M(t) = g‘i (u(t),v(t) -u'(t) + o (u(t),v(t)) - v'(2).

2. Ce sta funkciji u,v: @ — R, parcialno odvedljivi na odprti mnozici @ C R? in velja
(u(t,s),v(t,s)) € D za vsak (t, s) € 2, potem je funkcija
h: Q= R, h(t,s):= f(u(t,s),v(t,s))
parcialno odvedljiva in za vse (¢, s) € € velja

oh _of ou of v
E(t,s) = 5 (u(t,s),v(t,s)) - E(t’ s) + M (u(t,s),v(t,s)) - a(t, s)

on _ Y -@sﬁusvs-@s
958 = gy (ults) ult,s)) - 5ot s) + o (ult s), vt 8)) - oA )

1.3 Vektorske funkcije ve¢ spremenljivk

Vektorska funkcija ali vektorsko polje F: D C R™ — R™ je dolotena s svojimi skalarnimi
komponentami f;: D — R:

F= (fla-- afm) xe€D F(X) = (fl(x)va(X)v" 7fm(x)) eR™.

Vektorska funkcija F = (f1,..., fm): D C R™ — R™ je zvezna, ¢e so zvezne vse njene skalarne
komponente f;, i =1,...,m.
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Ce so vse f; parcialno odvedljive skalarne funkcije v tocki a = (a1,as,...a,) € D definiramo
matriko dimenzije m X n

B 81 0 f 0 f T

sw@=| =g

mXxn

Ofm Ofm Ofm
| ma) ) o Gma)
ki jo imenujemo Jacobijeva matrika funkcije F = (f1,..., fm) v tocki a.

Verizno pravilo za vektorske funkcije

Naj bosta A C R” in B C R™ odprti mnozici ter G : A — R™ in F : B — R* vektorski funkciji
za kateri velja G(A) C B. Ce so zvezno parcialno odvedljive vse skalarne komponente funkcije
G v tocki a € A ter funkcije F v tocki b = G(a) € B, potem velja

J (FoG)(a)=J (F)(G(a))- T (G)(a)

Posledice za skalarne funkcije

Naj bodo f: D CR® = R, a= (a1,...,a,) € D ter s = (s1,...,5,), ||s|]| = 1. Ce limita

(V.f) (a) = lim L2 FAS) = F(@)

A—0 A

obstaja, jo imenujemo odvod funkcije f v toc¢ki a v smeri s.

Ce je f v a zvezno parcialno odvedljiva po vseh spremenljivkah, velja

(Vsf) (a) = (grad(f)(a),s).

Vektor grad(f)(a) kaze v smeri najhitrejsega narascanja funkcje f.

1.4 Uporaba parcialnih odvodov
Taylorjeva formula

Naj bo D C R™ odprta podmnozica, funkcija f: D — R (p+ 1)-krat zvezno parcialno odvedljiva
po vseh spremenljivkah, a € D in h = (hq,...,h,) € R" tak, da je a+vh € D za vsak ¢ € [0, 1].
Taylorjevo formulo za f reda p v tocki a zapiSsemo kot

f(a+h):Z (p+1)!

~ (0, V)*f) (@) | ((b,V)"*"']) (a+ vh)
k=0 w ’

za nek ¥ € [0,1], kjer je (h, V) =>"" hia%i'
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S pomocjo Taylorjeve formule reda 1 funcijo f v okolici tocke a lineariziramo:

flath) ~ f(a) + df(a)
kjer je .
Aa) = (0, V)f) (a) = D i) (a)
=1 v

totalni diferencial funkcije f v tocki a pri prirastku h.

Posebej za n = 2,p = 1: za funkcijo f: D C R? — R, ki je zvezno parcialno odvedljiva po
in po y v okolici tocke (a1, as) € D ter dovolj majhna hq, hy € R velja

f(al + hi,a9 + hg) -~ f(al, ag) + df(al, ag),
kjer je
0 0
df (a1,a2) = afi(ahcm)fh + a‘;(ahaz)hz

Lokalni ekstremi

Naj bo f: D — R, kjer je D C R" odprta mnozica. f ima v tocki a € D lokalni maksimum
(oziroma lokalni minimum), ¢e obstaja taka okolica K.(a) tocke a, da za vsak x € K.(a) N D
velja

f(x) < f(a) (oziroma f(x) > f(a)).
Ce je f parcialno odvedljiva po vseh svojih spremenljivkah, tocko a € D, za katero velja

grad(f)(a) =0,

imenujemo stacionarna tocka funkcije f. Ce ima f v a € D lokalni ekstrem in je v tej tocki
parcialno odvedljiva, potem je a stacionarna tocka.

Za dvakrat parcialno odvedljivo funkcijo f na D definiramom matriko parcialnih odvodov dru-

gega reda )
= |oa]

al‘zax 7

ki jo imenujemo Hessejeva matrika funkcije f. Ce je a € D stacionarna tocka za f in je ma-
trika H(f)(a) pozitivno deﬁnitnaﬂ (oziroma negativno definitna), potem ima f v tocki a lokalni
minimum (oziroma lokalni maksimum). Ce matrika H(f)(a) ni niti pozitivno niti negativno
definitna, potem f v a nima lokalnega ekstrema. Ce je matrika #H(f)(a) singularna, nam o
obstoju lokalnega ekstrema funkcije f nicesar ne pove.

Posebej za n = 2: najbo f: D C R? — R dvakrat zvezno parcialno odvedljiva. Ce je (a,b) € D
stacionarna tocka za f in je det H(f)(a,b) > 0, ima funkcija f v (a,b) lokalni ekstrem in sicer:

2
e v primeru %{(a, b) > 0 ima lokalni minimum,

19}
2
e v primeru %(a, b) < 0 ima lokalni maksimum.

Ce je det H(f)(a,b) < 0, funkcija f v (a,b) nima lokalnega ekstrema, v primeru det H(f)(a,b) =
0 pa nam Hessejeva matrika o obstoju lokalnega ekstrema funkcije f ni¢esar ne pove.

'n x n matrika A je pozitivno definitna natanko tedaj, ko je (Av,v) > 0 za vse nenitelne v € R™ oziroma
ekvivalentno, ko so vse lastne vrednosti A pozitivne.
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Globalni ekstremi

Naj bo A C R™ zaprta in omejena podmnozica ter f: A — R. Funkcija f ima v tocki a € A
globalni maksimum (oziroma globalni minimum), ¢e velja

f(x) < f(a) (oziroma f(x)> f(a)) zavsak x € A.

Ce je f zvezna funkcija, potem na A doseze svoj globalni maksimum in svoj globalni minimum.

Ce je f zvezna na A in parcialno odvedljiva v notranjosti A, potem ekstremne vrednosti doseze
bodisi v stacionarnih to¢kah v notrajnosti obmocja A bodisi v robnih tockah obmocja A.

Vezani ekstremi

Naj bo D C R"™ odprta podmnozica, f,g1,...,9m: D — R in
M={xeD|g(x)="-=gn(x)=0} CD.
Vezani ekstrem f na M je ekstrem funkcije f|p : M — R.

Metoda Langrangeovih mnoziteljev. Naj bodo funkcije f,g1,...9m : D — R zvezno par-
cialno odvedljive po vseh spremenljivkah. Ce ima funkcija f|js lokalni ekstrem v tocki a € D,
potem obstajajo taka Stevila A\i,..., A, € R, da je

grad(f—i—Z)\k-gk) (a) = 0.

k=1

Dobljeno funkcijo n + m spremenljivk,
m
F(z1,...,2n, M, Am) = f(1,...,2p) +Z)\k cgk(T1, .., Tp)
k=1

imenujemo Lagrangeova funkcija, Stevila A1, ..., A, pa Lagrangeovi mnoZitelji.
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2 Dvojni in trojni integrali

2.1 Definicija dvojnega integrala

Naj bo D C R? zaprto, omejeno obmoéje z odsekoma gladkim robom in f: D — R. Obmodcje
D razdelimo z gladkimi krivuljami na n podobmoé¢ij D = Dy U ---U D, s ploséinami S(Dy).
V vsakem od teh podobmocij izberemo poljubno tocko (zg,yr) € Dy in tvorimo Riemannovo

integralsko vsoto
o= fxe yk) S(Dg).
k=1

Premer d(Dy) podobmocja Dy, je premer najmanjSega kroga, ki vsebuje Dy in wvelikost delitve
definiramo kot 6p := max{d(D;),...,d(Dy)}.

Stevilo I imenujemo dvojni integral funkcije f po D, e za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za
vsako delitev obmocja D velikosti dp < § in poljuben izbor tock (zg,yr) € Dy velja

| —o| <e

(tj. I = Jlimo o). Ce tako stevilo I obstaja, pravimo, da je f integrabilna na D in pisemo
D
I://f dS://f(:E,y) dx dy.
D D

2.2 Obstoj in osnovne lastnosti dvojnega integrala

Naj bo D C R? zaprto omejeno obmoéje z odsekoma gladkim robom. Ce je f: D — R zvezna,
potem je tudi integrabilna na D. Velja tudi: Ce je f omejena na D in nezvezna le vzdolz
odsekoma gladke krivulje, potem je integrabilna na D.

Za integrabilni funkciji f,g: D — R velja naslednje.

1. ff (z,y) +g(x,y)) dxdy:lfiff(x,y) dxdy+gg(x,y) dx dy.

[\

) gAf(x,y) dr dy = )\fbff(a:,y) dz dy, A € R.

3. Za omejeni obmocji D1, Dy C D C R? z odsekoma gladkim robom in S(D1 N Dy) = 0 je

//fxydxdy+//fxydxdy—/ f(z,y) dx dy.

D1UD>

4. Ceje f(x,y) < g(z,y) za vsak (x,y) € D, potem je

[ 1e dvdy < [ gty dzay.
D D

] [ 1f (o) dady.
D

o

&

[J 1 dzdy = S(D) (= ploséina obmocja D).
D
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7. Ce je f zvezna funkcija in D povezana mnozica, potem obstaja (zo,y0) € D, da je pov-
precna vrednost f na D enaka

_ 1

Fi= favw) = 55 | Fla) dod.
D

2.3 Izracun dvojnega integrala

Naj bo D C R? zaprto omejeno obmocje z odsekoma gladkim robom in f: D — R zvezna
funkcija. Dvojni integral po D prevedemo na dva enojna integrala na naslednji nac¢in.

1. Za D = [a,b] X [c,d] (Fubinijev izrek):

/fa:yda:dy—/ /fxydy da:E/bdx/dfxy
//f:vy dyE/dy/fx,y

C

2. ZaD={(z,y) eR?|a <z <b, o1(z) <y < p2(z)} kjer sta @1, ¢2 : [a,b] — R odsekoma
odvedljivi in ¢1(x) < po(x) za vsak x € [a, b)] :

b p2(z) b w2(z)
//f(way) dwdy:/ / [z, y)dy dw:/dx / [z, y)dy.
D a  \i(z) a v1(z)

3. ZaD={(z,y) eR? | c <y <d,r(y) <z <oy}, kjer sta by, 1 : [c,d] — R odsekoma
odvedljivi in ¢ (y) < ¥a(y) za vsak y € [¢, d):

d P2 (y) d P2 (y)
/fmwwwzf /fmww @z/@/f@mm
D c P1(y) c P1(y)

4. Splosnejse obmocje D razdelimo na kose zgornjih oblik.

2.4 Uvedba novih spremenljivk v dvojni integral
Naj bodo:

(i) U c R? odprta mnozica,
(ii) z,y: U — R zvezno parcialno odvedljivi funkciji,

(iil) ®(u,v) := (z(u,v),y(u,v)) : U — R? injektivna preslikava na U \ Uy, kjer je S(Up) = 0, z
nenicelno Jacobijevo determinanto:

det J (@) (u,v) #0 za (u,v) € U\ Uy,

(iv) A C U zaprto omejeno obmoéje, D := ®(A) in f: D — R zvezna funkcija.
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Potem velja

//f(:n,y) dmdy://f(x(u,v),y(u,v)) (det T (®) (u, v)| du dv.
D A

e Geometrijski pomen Jacobijeve determinante:

_ g, S(@(A)
|det T (@) (u,v)| = Ag?&v) S

e Polarne koordinate: ®(r,¢) = (x(r,¢),y(r,¢)) = (rcos p,rsinp) in det J () (r,p) = r.

2.5 Uporaba dvojnega integrala

Ploséina
Za D C R? je
S(D) = //1 dx dy.
D
Prostornina

Za G = {(z,y,2) € R3| (z,y) € D, g(z,y) < 2z < f(z,9)} je

Ve = [ (Hw0) - owv)) oy

D

Masa, tezice, vztrajnostni moment
Naj bo D tanka nehomogena plosca z zvezno gostoto p(x,y) v tocki (z,y). Potem so

e masa ploscée D:
m(D) Z//p(x,y) dz dy,
D

e koordinati teziséa T (xp,yr):

)

1 1
xp = m(D)/ rp(r,y) dedy, yr= (D) /yp(x,y) dx dy,
D

e koordinati geometrijskega srediséa So(xo,yo):

1 1
wo—m//wdﬂcdy, yo—@ /ydwdy,
D

D

o vztrajnostni momenti I, glede na x-os, I, glede na y-os in Iy glede na izhodisce:

mmzﬂfmmwm,mmzﬂ#mmww,mm:mm+mm
D D
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2.6 Definicija trojnega integrala

Naj bo G C R? zaprto omejeno obmoéje in f: G — R. Obmoéje G razdelimo na disjunktne
mnozice G = G1 U --- UG, s prostorninami V(G;). V vsakem od teh podobmo¢ij izberemo
poljubno tocko (x;,y;, z;) € G; in tvorimo Riemannovo integralsko vsoto

o= Z f(wi, yi,20) V(G).
i1

Definirajmo $e premer d(G;) podobmoéja G; kot premer najmanjse krogle, ki vsebuje G; in
velikost delitve 0¢ = max{d(G1),...,d(Gp)}.

Funkcija f je integrabilna na G ¢e za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da za vsako delitev obmocja
G velikosti dg < ¢ in poljuben izbor tock (x;,y;, z;) € G; velja

I —o] <e.

Stevilo I imenujemo trojni integral funkcije f po G in pisemo:

I—/G/ de—/G/ fz,y, 2) do dy dz.

2.7 Obstoj in osnovne lastnosti trojnega integrala

Naj bo G C R? zaprto omejeno obmoéje. Ce je f: G — R zvezna, potem je tudi integrabilna na
G. Velja tudi: ¢e je f omejena na G in nezvezna le na mnozici Go C G z V(Gy) = 0, potem je
integrabilna na G.

Za zaprto omejeno obmoéje G C R? in integrabilni funkciji f,g: G — R velja:
L fJf(f+g) dV =[] fdV+ ][] gadV
G G G
2. [[[AfdV =X][[[ fdV, X eR.
G G

3. Za zaprti omejeni obmoéji G1,Go € G C R3 z V(G1 N Gy) =0 je

//de+// de—// fav.

G1UG

4. Ceje f(z,y,2) < g(z,y, 2) za vsak (z,y,2) € G, potem je

// de<///ng

5. ‘gfde‘ ggﬂf\ av.

6. [[[1dV =V(G) (= volumen obmocja G).
G

7. Ce je f zvezna funkcija in G povezano obmoéje, potem obstaja (zo, o, 20) € G, da je
povprecna vrednost f na G enaka

F = F(zo.v0, 20) = // fav.
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2.8 Izracun trojnega integrala

Naj bo G C R? zaprto omejeno obmocje z definirano prostornino in f: G — R zvezna funkcija.
Trojni integral f po G izracunamo na naslednje nacine v odvisnosti od oblike obmocja G.

1. G= [al,aﬂ X [b1,b2] X [01,02]:

as bo co
// flx,y,2) d:rdydz:/ d:n/b dy/ flx,y,2)dz=...
G al 1 C1

2. G ={(x,9,2) | (x,y) € D, z1(z,y) < z < 29(w,5)}, kjer je D C R? zaprto in omejeno
obmodje in sta 21,29 : D — R zvezni funkciji:

z2(2,y) z2(2,y)
// f(z,y,2) d:vdydz—// / f(z,y,2) dz dwdyz//da?dy / f(z,y,2) dz.
G D 1(z,y) D z1(z,y)

3. D(2) = {(z,y) € R? | (z,y,2) € G} je prerez telesa G na visini z projiciran na (x,y)-
ravnino, ki je neprazen za z € [z, 23]

22

// f(z,y,2) d:cdde:/ //f(:c,y,z) dx dy dzzjdz//f(x,y,z) dx dy.
G D(z) z1 D(z)

Z1

4. Analogno v drugih smereh, splosnejSe obmocje G razrezemo na enostavnejse kose.

2.9 Uvedba novih spremenljivk v trojni integral

Naj bo f: G C R? = R zvezna funkcija ter

(i) U C R? odprta mnozica,
(ii) x,y,z: U — R zvezno parcialno odvedljive funkcije,

(iii) @(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) injektivna na U \ Uy in det J(P)(u, v, w) # 0
za vse(u, v, w) € U \ Uy, kjer je V(Up) =0,

(iv) T' C U zaprto omejeno obmocje, za katero je G = ®(T).

Potem velja:
JJ] #@.2 dedydz= [[] § o).y 00), 200 0.0)) et T (@ v.0)] dudvdu.
G r

Posebna primera:

o Cilindrske koordinate: ®(r,p,z) = (rcose,rsingp, z), det J(®)(r, p,2) =,

e Sferne koordinate: ®(r,p,19) = (r cos pcosd, rsin p cos ¥, rsin ), det T (®)(r, ¢, ) = 72 cos .
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2.10 Uporaba trojnega integrala
Prostornina

Za G C R? je

V(@) = ///1 da dy dz.

G

Masa, tezice, vztrajnostni moment

Naj bo G telo z zvezno gostoto p(z,y, z) v tocki (x,y, z). Potem so

m(G) = ///p(x,y,z) dxdydz,
G

e masa telesa G-

e koordinate teZisca (ali masnega sredisca) T'(xp, yr, zr) in geometrijskega srediscéa So(xo, Yo, 20):

or = ey [ 20wy, 2) dwdyds, 20 = iy ([ v dedy dz,
7V(1G) fgfy drdydz,

AT = ﬁgf'z/)(xvyaz) d:z:dydz, 20 = %IC{IZ dl’dyd,?f7

yr zﬁfgfyp(x,y,z)dmdydz, n

e vztrajnostni momenti I, glede na os x, I, glede na os y, I, glede na os z in Iy glede na
izhodisce:

I,(G) = ///(y2 + 2% p(2,y,2) dvdydz, I,(G)= ///(ac2 + 2% p(x, 9, 2) dx dy dz,
G G

L(G) = ///(x2 +y}) plx,y, 2) dedydz, Io(G) = ///(x2 + 2+ 2%) p(x,y, 2) do dy dz.
G G

2.11 Integrali s parametrom
Trditev. Naj bo f: [a,b] X [¢,d] = R in F: [¢,d] — R podana s predpisom

b
F(y) :=/ f(z,y) dz.

Ce je funkcija f zvezna, je zvezna tudi F. Ce je f zvezno parcialno odvedljiva po y, potem je F

tudi odvedljiva in velja:
b 8f
Flly)= | 5=
o Oy

Trditev. Naj bosta a,b: I — R zvezno odvedljivi funkciji za kateri velja a(y) < b(y) za wvse
yel, {(z,y) |y€l,aly) <z <bly)} C D odprta mnoZica v R? in funkcija f: D — R zvezna
ter zvezno parcialno odvedljiva po y. Potem je F': I — R,

(x,y) dzx.

b(y)
F(y) = /( ? f(z,y) dx,
aly
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odvedljiva funkcija in velja

b(y)
F'(y) = /a(y) g‘;(%y) dz+ f (b(y),y) - V'(y) — f (aly),y) - ' (y).

Eulerjevi funkciji gama in beta

o
Iy) = / e dx, y>0,
0

1 o1 1 oo tp—l
B(p,q) = 2P 1 —2)T de = (7 dt, p,q>0.
0 0

L+ t)pa

Nekaj lastnosti:

L I(y+1) =yl'(y),

2.T(n+1)=nlzaneN,

3. T(yYl1l—y)=="—zal0<y<l,

sin Ty
1T (3)=Vvr
5. B(p,q) = THrd,

6. B(p,q) =2 [;? sin®* " pcos? L pdp.
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3 Krivulje in krivuljni integral

3.1 Krivulja, pot, parametrizacija

Pot je zvezna vektorska funkcija p': [a, b] — R3,

Zalogo vrednosti te preslikave imenujemo krivulja:

K = p([a,b]) = {(2(t), y(t), 2(1)) | t € [a,b]} C R.

Pot p oziroma krivuljo K imenujemo

e gladka (ali razreda C), e je p zvezno odvedljiva,
e razreda C”, Ce je p' r-krat zvezno odvedljiva,
e enostavna, Ce je P injektivna na [a,b),

o sklenjena, e je p(a) = p(b),

—

e regularna, ¢e je gladka in p(t) # 0 za vse t € [a, b].

Parametrizacija krivulje K je enostavna pot katere zaloga vrednosti je K.

3.2 Dolzina krivulje in naravni parameter

Pot 7 : [a,b] — R3 je izmerljiva, ¢e obstaja supremum mnozice dolzin poligonskih ért

S = {Z|ﬁ(tk)_ﬁ(tk—l)| IneNto=a<t; < <tn:b}'
k=1

Dolzina izmerljive poti p je enaka s(p) :=sup S.

Gladka pot je izmerljiva in njena dolzina je enaka

s(ﬁ)—/;

Za gladko krivuljo K s parametrizacijo p je lo¢na dolZina K enaka s(K) := s(p). Dolzina krivulje
je neodvisna od parametrizacije.

ﬁ(t)’ dt.

Parametrizacija 7 : [a, 8] — R? gladke krivulje K je naravna, ¢e je |7'(s)] = 1 za vse s € [a, ].
Parameter s imenujemo naravni parameter.

Vsako regularno krivuljo lahko parametriziramo z naravnim parametrom. Ce je 7 [a,b] — R3
neka regularna parametrizcija, naravni parameter te krivulje dobimo z integralom

s(t):/at

Br)| dr.
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3.3 Osnovni trieder krivulje

Naj bo K krivulja v R3 razreda C? z naravno parametrizacijo 7(s) oziroma poljubno regularno
parametrizacijo p(t). Zanjo definiramo:

e tangentni vektor

T(s) = #'(s) oziroma T(t) = P
)
e vektor glavne normale
N(s) = ;::8’ ozitoma N(t) = B(t) x T(t),
e vektor binormale
Bs) = T(s) x N(s) oriroma  B(t) = L0

o fleksijsko ukrivijenost ali upognjenost

5(s) = | T(s)] = [7(s)|  oriroma (1) =

o torziysko ukrivijenost ali zvitost

w(s) =7(s) = —N(s)B'(s) oziroma w(t)=7(t) =

e pritisnjeno ravnino, ki jo napenjata T in N ter ima normalo B,
e normalno ravnino, ki jo napenjata N in B ter ima normalo T,

o rektifikacijsko ravnino, ki jo napenjata T in B ter ima normalo N ,

o krivinski polmer p(t) = ﬁ (za k(t) #0),

e pritisnjeno kroznica v tocki 7(t), ki lezi v pritisnjeni ravnini, ima polmer p(t) in sredisce v

tocki 7(t) + p(t)N(t).

Trojica <f , N , E) v vsaki tocki krivulje tvori desnosuéno ortonorminaro bazo R?, ki jo imenu-
jemo osnovni trieder krivulje K. Vektorje osnovnega triedra povezuejo Frenet-Serrejeve formule:

/

zj(s) 0 K (s) zj(s)
N(s) | = | =rls) 0  w(s) N{(s)
B(s) 0 —w(s) 0 B(s)

Velja Se:

e [C lezi na premici <= k(t) =0 za vse t,

e Ce k(t) # 0: K lezi na ravnini <= w(t) = 0 za vse t.
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3.4 Krivuljni integral I. vrste

Naj bo K C R? enostavna krivulja z regularno parametrizacijo p: [a,b] — R? in u: R® — R

skalarna funkcija vektorskega argumenta (tj. skalarno polje), ki je zvezna na K. Krivuljni integral
1. vrste funkcije u po krivulji IC definiramo kot

/uds - /:u(ﬁ(t)) ‘ﬁ(t)‘ dt.

K
Lastnosti:

1. Integral je neodvisen od izbire parametrizacije.

2. Za vse «, 8 € R in poljubni zvezni skalarni polji uy, us je

/(au1+Bu2)ds:a/u1ds+ﬁZqu$.

K K

3. Ce krivulji K; in Ky nimata skupne notranje tocke, tj. s(Ky N Ka) = 0, velja

/ uds:/uds+/uds.
K1 Ko

C1UK

4.

Juds| < [ |u|ds.
K K

Primeri uporabe:
e dolzina krivulje: s(K) = [1ds
K
e masa tanke zice K z zvezno gostoto p(z,y,z): m(K) = [ pds,
K

e koordinate teZisca (ali masnega sredisca) T'(xp, yr, zr) in geometrijskega srediscéa So(xo, Yo, 20):

xr :ﬁfxpds, xozs(}c)fzvds,
K K

yr =g Jyeds, w0 =i v ds,
K K

r = m(1,C gzpds, 20 = S(}C) kfz ds.

3.5 Krivuljni integral II. vrste

Orientacija krivulje

Naj bo K C R? enostavna krivulja z regularno parametrizacijo p- [a,b] — R3. Orientacija
krivulje K je zvezna vektorska funkcija 7 : K — R3, za katero je 7(A) v vsaki tocki A € K
enotski tangentni vektor na K. Dvojico K = (K, 7) imenujemo orientirana krivulja.
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Orientacijo, ki jo porodi parametrizacija p,

imenujemo inducirana orientacija krivulje K.

Krivulji K = (K, 7) nasprotno orientirano krivuljo oznacimo: —K := (K, —7).

e Ce je orientacija krivulje podana z zacetno tocko A in konéno tocko B, pisemo: K AB-

Za K; = (Ky,71) = Kap in Ko = (Ko, Ta) = ’6307 je orientirana vsota krivulj K1+ Ky =
(K1 U Ky, (71, T2))-

Definicija krivuljnega integrala II. vrste

Naj bo K = (KC, 7) enostavna orientirana krivulja z regularno parametrizacijo p: [a,b] — R3, za
katero se inducirana orientacija 7y ujema s 7, ter F': R3 — R3 vektorska funkcija vektorskega
argumenta (tj. vektorsko polje), ki je zvezna na K. Krivuljni integral II. vrste funkcije F po

krivulji IC je

b .
/F d§::/<F-?> ds:/ F(5(t)) - f(t) dt.
g K ‘

e Ceje F(x,y,2) = (P(x,y, 2),Q(z,y,2), R(x,y, z)), uporabljamo tudi zapis

ds= | Pdx+ Qdy+ Rdz.

laY

K

e Integral po sklenjeni krivulji oznac¢imo ¢ F ds.
K

Lastnosti:

e Integral je pri podani orientacji krivulje neodvisen od izbire parametrizacije z ustrezno
orientacijo.
Za vse a, 8 € R in poljubni zvezni vektorski polji ﬁl, Fy velja:

/(aﬁl—i-ﬁﬁg) d§’:a/ﬁ1 dg—l-ﬁ/ﬁgdg.
C K K

K

. [ﬁd§z—[ﬁd§.
K

-K

Za orientirano vsoto krivulj brez skupne notranje tocke velja:

/ ﬁd§:/ﬁd§+/ﬁd§.

K1+K2 K1 Ko

?ﬁl%
el
QL
W

IA
A—
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Potencial vektorskega polja
Vektorsko polje F imenujemo potencialno (gradientno, konzervativno), ¢e obstaja tako zvezno
parcialno odvedljivo skalarno polje u (= potencial polja F), da je

grad(u) = F.

Za odprto povezano obmoéje D C R? in zvezno vektorsko polje F na D so ekvivalentne trditve:

(i) F' je potencialno polje s potencialom u.

(ii) Za poljubno regularno enostavno krivuljo K C D velja

/ F d3 = u(B) — u(A).

Kag

(iii) Za poljubno regularno enostavno sklenjeno krivuljo K C D velja

yﬁﬁdgzo.
K

3.6 Greenova formula

Naj bo rob obmoéja D C R? sklenjena krivulja dD = K. Rob je pozitivno orientiran, ¢e imamo
pri obhodu 0D = K bliznje tocke D ves ¢as na levi.

Izrek (Green). Naj bo Q C R? odprto obmodcije, skalarni polji P in Q zvezno parcialno odvedljivi
na  in D C Q omejeno obmocje z odsekoma gladkim robom. Potem je

%sz—i—@dy:// 8—Q—8—P dxdy,
or Oy
D D

kjer je D = Ki+-+ Iﬁn pozitivno orientiran rob in K;, i = 1,...,n, enostavne reqularne
krivulje.

Povezano obmoéje Q C R? imenujemo enostavno povezano, ¢e za poljubno obmoéje D, za kate-
rega je 0D C Q, velja D C (.

Posledice Greenove formule:

1. Naj bo © C R? odprto enostavno povezano obmoéje in skalarni polji P in @ zvezno par-
cialno odvedljivi na €. Potem je vektorsko polje F(z,y) := (P(x,y), Q(z,y)) potencialno
na {2 natanko tedaj, ko je

oP oQ

?y(xay) = 8713(1.72/) za vse (way) €.

2. Naj bo D C R? omejeno obmocéje z odsekoma gladkim robom. Potem je

1
S(D):27§xdy—yd:p.

8D
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4 Ploskve in ploskovni integral

4.1 Ploskve v prostoru

Naj bo U C R? odprto obmoéje, ¥ : U — R3 zvezna preslikava in A C U zaprto omejeno
obmoc¢je. Mnozico P := 7(A) imenujemo ploskev s parametrizacijo 7.

Preslikavo 7 imenujemo regularna parametrizacija ploskve P, Ge je zvezno parcialno odvedljiva,
injektivna, ter je

or or "
(8u X 80) (u,v) #0 zavse (u,v) € U.

Ploskev, za katero obstaja regularna parametrizacija, imenujemo gladka elementarna ploskev.
Rob ploskve je krivulja: 0P = 7(0A). Odsekoma gladka ploskev je unija gladkih elementarnih
ploskev, ki se sekajo kvecjemu na robu in paroma.

4.2 Tangentna ravnina

Naj bo P C R? gladka elementarna ploskev z regularno parametrizacijo (u, v), (u,v) € A C R2.
Tangentna ravnina ploskve P v tocki Ty = 7(ug, vg) je ravnina, ki se v Tj najbolje prilega ploskvi.
Normalni vektor te ravnine:

L, or or
n= a—Z(uo,vo) X a—;(uo,vg).

Posebna primera:
e cksplicitno podana ploskev z = z(z,y): @ = (p,q, —1), kjer sta p = % in ¢g= g—z,
e implicitno podana ploskev g(z,y, z) = 0: 7 = grad(g).

4.3 Povrsina gladke elementarne ploskve

Naj bo P C R3 gladka elementarna ploskev z regularno parametrizacijo 7(u,v), (u,v) € A C R2.
Potem je povrsina ploskve P enaka

P [l ) e

'F

dudv—//\/EG F2 dudv,

__ oF or
7F_8u %mG

kjer so F = . Povrsina ni odvisna od parametrizacije. Posebni

8u

primeri:

e cksplicitno podana ploskev z = z(z,y): VEG — F2 = /1 +p? + ¢2,

e ploskev na valju 22 + y?> = a?, parametrizirana s cilindrskimi koordinatami 7(p,z) =

(acosg,asing, z): VEG — F2:a

e ploskev na sferi 22 + y? + 22 = a2, parametrizirana s sfernimi koordinatami 7(p,9) =
(acospcosd, asinpcosd,asind) : VEG — F2 = a?| cosV|.
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4.4 Ploskovni integral 1. vrste

Naj bo P C R3 gladka elementarna ploskev z regularno parametrizacijo 7: A — Pin f: P - R
zvezna skalarna funkcija. Ploskovni integral I. vrste funkcije f po ploskvi P je

//de_/fFuv ’(ar g:})(u,v)

Za odsekoma gladko ploskev P ki jo tvorijo gladke elementarne ploskve Py, ..., P, definiramo

//de::i://de.

du dv.

Lastnosti:

1. Integral je neodvisen od izbire parametrizacije in razclenitve na gladke elementarne plo-
skve.

2. [[(afi+Bf2)dS =a[[ f1dS+ B [[ f2dS, za vse a, 8 € R in zvezna skalarna polja f1, fo.
P P P

3. J[ fdS=[[ fdS+[[ fdS, ce ploskvi nimata skupne notranje tocke, tj. S(P1NPz) =0
P1UP2 P1 P2

4. Ceje fi(z,y,2) < fao(z,y, 2) za vse (z,y,2) € P, potem je IJ f1dS < [[ f2dS.
P P

\ggmds.

Primeri uporabe:
e poursina ploskve: S(P) = [[1dS,
P
e masa tanke plosée P z zvezno gostoto p(z,y, 2 ff pdsS,

e koordinate teZisca (ali masnega sredisca) T'(xr, yr, zr) in geometrijskega sredisc¢a So(zxo, Yo, 20):

TT (—ffmpdS T :(—ffazdS
P P

yr *4( I vpds, Yo :4( )ff@/dsa
P P

27 ffzpdS’ 20 :—)ffzdS.
I P

4.5 Ploskovni integral II. vrste
Orientacija ploskve

Naj bo P C R? gladka elementarna ploskev z regularno parametrizacijo 7: A — P. Orientacija
ploskve P je zvezna vektorska funkcija 7: P — R3, za katero je #(T) enotski normalni vektor
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tangentne ravnine na P v tocki T za vse T' € P. Dvojico P = (P,7) imenujemo orientirana
ploskeuv.

oF |, o

. . — . . . .. . — 5 X 3

S parametrizacijo 7 inducirana orientacija ploskve P je Uz := ’%X g?‘.
ou

v

Orientacija 7 inducira tudi orientacijo roba Tz ploskve P tako, da vektor ¥ x T vedno kaze v
ploskev P.

Gladke elementarne orientirane ploskve 75; = (Pi,vi),i=1,...,n, so skladno orientirane, ¢e sta
za vse i # j inducirani orientaciji roba P; N P; na skupnih delih nasprotni.

Orientirana vsota ploskev je P+ + 73n, kjer so vse P; skladno orientirane.

Definicija ploskovnega integrala II. vrste

Ploskovni integral II. vrste zveznega vektorskega polja F: PR3 po gladki elementarni orien-
tirani ploskvi P = (P, ) definiramo kot

é/ﬁmﬁ ::Z/(Fﬁ) ds.

Koli¢ino [[ FdS imenujemo tudi skalarni pretok vektorskega polja F' skozi ploskev P.
B

v — —

Ceje P=P1+---+ 73n orientirana vsota gladkih elementranih ploskev, definiramo
n
//FdS = Z//Fds.
4 i=1 "%
P P
Za ﬁ(xv Y, Z) = (P(]), Y, Z)? Q('CE? Y, Z)? R({E, Y, Z)) uporabljamo tudi zapis

//ngz//dederQd:cderRd:cdy.
P P

Lastnosti:

1. Integral je neodvisen od razclenitve na orientirano vsoto gladkih elementarnih ploskev.

2. ff(aﬁl + BF,) dS = aff Fy dS + B If F, dS, za vse o, B € R in zvezna vektorska polja
P P P
Py,

3. [[ FdS =~ [[ FdS.
-P P

4. FdS = ffﬁ d§+ffﬁ dS, kjer je P, +Ps orientirana vsota ploskev in S(P1NP;) = 0.
Pr1+P2 P1 P

5. < JI |#] as.
5]

[[ FdS
B
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Izracun ploskovnega integrala II. vrste

Naj bo P = (P,7) gladka elementarna orientirana ploskev s parametrizacijo 7: A — P, za
katero se inducirana orientacija 7 ujema z 7, ter F': P — R3 zvezno vektorsko polje. Potem je

//ﬁdﬁ://[ﬁ(f(u,v)),SZ(u,v),g:(u,v) du dv.
B A

4.6 Diferencialni operatorji

Naj bo u: R? — R zvezno parcialno odvedljivo skalarno polje in F = (P,Q,R): R? — R3 zvezno
parcialno odvedljivo vektorsko polje. Potem so:
Ou Ou Ou

Vu = du =+, 5, =
Vu grad u (8:13’ 3y’ =

) ... gradient u,

VF = divF = 8—P + @ + a—R ...divergenca ﬁ,
dr Ody 0z
= = = (OR 0Q 0P OR 0Q 0P -
VxF = rOtF_<8y % 97 0x’ Ba 8y> ...rotor F.

4.7 Stokesov izrek

Izrek (Stokes). Naj bo P = (P, ) odsckoma gladka orientirana ploskev katere rob 9P je orien-
tirana odsekoma gladka krivulja, pri cemer sta orientaciji P in OP usklajeni. Naj bo F: Q — R3
2vezno parcialno odvedljivo vektorsko polje na odprtem obmocju Q C R® ki vsebuje P. Potem

velja
ygﬁdE': //rotﬁdg.
oP P

Obmodje © C R? imenujemo enostavno povezano, ¢e na vsako enostavno sklenjeno odsekoma
regularno krivuljo K C ) lahko napnemo gladko ploskev P, ki vsa lezi v Q: 9P = K in P C Q.

Posledica. Za zvezno parcialno odvedljivo vektorsko polje F:Q—R3na odprtem in enostavno
povezanem obmocju  C R? velja:

ﬁje potencialno <= rot ﬁ(m,y, 2) =0 za wvse (z,y,2) € Q.

4.8 Gaussov izrek (o divergenci)

Izrek (Gauss). Naj bo G C R3 omejeno obmocje, katerega rob je sklenjena odsekoma gladka
ploskev OG, ki jo orientiramo z zunanjimi normalami. Za zvezno parcialno odvedljivo vektorsko
polje F: Q0 — R3 na odprtem obmocju Q C R3, ki vsebuje G, velja:

#ﬁdﬁ: ///divﬁdv.
lel G
Posledica. Za omejeno obmocje G C R3, ki ustreza pogojem v Gaussovem izreku, velja:

1
V(G) = S#xdydz—i-ydmdz—i-zdacdy.

oG
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5 Diferencialne enacbe

5.1 Uvod

Diferencialna enacba je enacba, ki povezuje neznano funkcijo in njene odvode. Regitev dife-
rencialne enacbe je funkcija, ki to ena¢bo identi¢no izpolni. Mnozica vseh resitev diferencialne
enacbe se imenuje splosna resitev diferencialne enacbe. Loc¢imo:

e navadne diferencialne enacbe, kjer nastopa le ena neodvisna spremenljivka in navadni
odvodi, resitev je funkcija ene spremeljivke;
e parcialne diferencialne enacbe, kjer je neodvisnih spremenljivk ve¢, vsebuje parcialne od-

vode, resitev je funkcija vec¢ spremeljivk.

Red diferencialne enacbe je red najvisjega odvoda, ki nastopa v enacbi.

5.2 Navadne diferencialne enacbe 1. reda

Splosna enacba je oblike F(z,y,y') = 0, kjer je y = y(x).

Posebni primeri NDE 1. reda

1. Primitivna funkcija:
y' = f(2),
kjer je f dana funkcija na intervalu I C R. Resitev: y = [ f(z) dz + C,C € R.

2. Enacba z locljivimi spremenljivkama:

kjer sta f in g dani funkciji na intervalu I C R. Enacbo preoblikujemo: gd—Z) = f(x)dx in

integriramo vsako stran posebej (pozor: primer ¢g(y) = 0 obravnavamo loé((eno).
3. Linearna diferencialna enacba 1. reda:
y' +p(@)y = q(2), (1)
kjer sta p in ¢ zvezni funkciji na intervalu I C R. Resitev enacbe je oblike
Yy =YH +Yyp,
kjer je yy splosna reSitev prirejene homogene enacbe
v +p(x)y=0 (2)

in yp partikularna ali delna resitev enacbe . Enacba ima loc¢ljive spremenljivke in
reSitev oblike

yin = Ce™®, P(a) =~ [ pla) do, C € R,

medtem ko yp bodisi uganemo bodisi uporabimo metodo variacije parametrov (konstant)
kjer resitev iscemo z nastavkom yp = C(z)e?®).
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Geometrijski pomen

Naj bo D Cc R? in f: D — R. Enacba
flz,y) =k =tana
v vsaki tocki (z,y) € D definira polje smeri v D. Resitve diferencialne enacbe
y = f(z,y)

so krivulje v D, ki se v vsaki tocki prilegajo polju smeri. Izokline so krivulje v D, vzdolz katerih
je f konstantna.

Naj bo K dana druzine krivulj v R2. Ortogonalne trajektorije druzine K so krivulje, ki v vsaki
tocki sekajo krivulje iz C pod pravim kotom. Ce krivulje iz K zados¢ajo enacbi

y' = f(z,y),
je diferencialna enacba ortogonalnih trajektorij
1

Obstoj in enoli¢nost resitve

Zacetni problem ali Cauchyjeva naloga imenujemo diferencialno ena¢bo skupaj z zacetnim po-

gojem: /
{ Yy = f($, y)’ (3)
y(

x0) = Yo.

Izrek (Lokalni eksistencni izrek). Ce je f zvezna na obmocju D C R2, potem obstaja vsaj ena
resitev zacetnega problema za (xo,yo0) € D. Ce je na D zvezna tudi funkcija gTJ;’ potem ima
za vsak (zo,yo0) € D zacetni problem eno samo resitev na D.

5.3 Navadne diferencialne enacbe 2. reda

Splosna enacba je oblike F(x,y,vy',y") = 0, kjer je y = y(x). Za ustrezen zacetni problem
potrebujemo 2 zacetna pogoja oblike

y(zo) =a, % (wo) =b.
Posebni primeri enacb:

1. Enacba oblike

y' = f(=),
kjer je f dana funkcija na intervalu I C R. Res§imo jo z dvakratnim zaporednim integrira-
njem.
2. Enacba oblike
y' = fz,y),

kjer je f dana funkcija na obmoé¢ju D C R%. Z vpeljavo nove spremenljivke v =y enacbo
prevedemo na diferencialno enacbo 1. reda: v’ = f(x,u).
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3. Linearna diferencialna enacba 2. reda:

a(z)y” +b(x)y' + c(x)y = d(x), (4)

kjer so a, b, ¢, d zvezne funkcijie na intervalu I C R in a(z) # 0 za x € I. Resitev enacbe
je oblike

Y =YH +Yyp,
kjer je yg splosna reSitev prirejene homogene enacbe
a(@)y” +b(x)y +c(z)y =0 (5)
in yp partikularna ali delna resitev enacbe . Pri tem je
yu = Ciy1 + Caya,  C1,C2 €R,

kjer sta y; in yo linearno neodvisni resitvi enacbe . Partikularno resitev yp bodisi
uganemo bodisi pois¢emo z metodo variacije parametrov (konstant), kjer z nastavkom
y = C1(x)y1 + Ca2(x)y2 dobimo sistem dveh enach

Cl(z)y1 + Co()ys
Cl(x)yy + Cy(x)ys = d(x)

za funkciji C1(x) in Ca(z).
4. Linearna diferencialna enacba 2. reda s konstantnimi koeficienti:
ay” + by’ + cy = d(z), (6)

kjer so a,b,c € R, a # 0, ter d zvezna funkcijia na intervalu I C R. Prirejeno homogeno
enacbo
ay” +by +cy =0, (7)

Az

resujemo z nastavkom y = e”* in dobimo karakteristicni polinom

ad’> + b +c=0. (8)
Za linearno neodvisni resitvi y; in yo homogene enacbe velja:

e Ce sta A\; # Ay realna korena , sta y; = eMT in Yo = et2®,

e Ce je A € R dvojni koren , sta y; = e in yp = ze*;

e Ce sta A = a £ i konjugirana kompleksna korena , sta y1 = e** cos Sz in
Yo = e sin fx .
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