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MATEMATICNA ANALIZA 3

racunski del

31.1.2006

Tockovanje: 20+304-25+25=100
1. Naj bo P ploskev z = 2% — y—; in K krivalja 7 (t) = (t, —t, %), teR.

(a) Dokazi, da krivulja K lezi na ploskvi P.

(b) Poiséi vse tocke na krivulji K, v katerih se smer glavne normale ujema s smerjo normale
ploskve P.

2. Izrac¢unaj prostornino in povrsino telesa, omejenega s ploskvama

4z =a4+y* in z=+22+y2 -1

3. Najbo F (z,y,2) = (2 + z,9y*> + z,2* + y) in P del sfere 2* + y* + 2% = 1, kjer je z > \/75,
orientiran z zunanjo normalo. Izrac¢unaj

/ / rot F d S .
P
4. Resite diferencialno enac¢bo
y" — 2y = e”sinz.

Za krivuljo s parametrizacijo p (t) velja: T (t) = 25 N (1) -B (t)x T (t),

B(t) = A—i(t) K(t) = "0 T(t) =
p

ol oI 1P x PO

=
=
X



Resitve

1. naloga

(a) Preverimo, da koordinate krivulje zadoS¢ajo enacbi ploskve.

(b) Normala na ploskev je n= (p,q,—1) = (23: —y,—1). Upostevamo, da krivulja lezi na ploskvi, in dobimo

n= (2t,t,—1). Vektor glavne normale N je vzporeden vektorju T(t) X (?(t) X ?(t)) = (t,—t,—2). Torej se
bosta smeri ujemali samo pri ¢t = 0 v tocki (0, 0,0).

2. naloga

e Ploskev 4z = x2 + y? je rotacijski paraboloid z vrhom v izhodiséu, ploskev z = 1/22 + 32 — 1 pa je stoZec z
vrhom v (—1,0,0). Ploskvi se sekata v kroznici s srediséem v tocki (0,0,1) in polmerom 2.

e Vpeljemo cilindri¢ne koordinate in dobimo
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e Povrsino telesa P je sestavljena iz povrSine ustreznih delov paraboloida S; in stozca Sa.

Ustrezen del paraboloida lahko paramertriziramo f (r,¢) = (rcos,rsin g, %), r € [0,2], ¢ € [0,27] in

dobimo VEG — F? =ry/1+ %. Potem je

27 2
2
Slz/dgo/r\/l—k%dr:...:8;(\/§—1).
0 0

Ce za izraéun povrsine S, uporabimo parametrizacijo stozca f (r,p) = (rcosp,rsing,r), r € [0,2], ¢ €

[0,27], dobimo vVEG — F2 = /2. Potem je

27 2
ng/dg)/\/ﬁdr:...:zlwx/i
0 0

Pri izra¢unu povrsin bi lahko uporabili tudi kartezi¢ne koordinate.

3. naloga

Pretok vektorskega polja rot F skozi ploskev P lahko izracunamo direktno, z uporabo Stokesovega izreka ali pa z
uporabo Gaussovega izreka.

(a) direktno:
Ker je ploskev del sfere, jo parametriziramo s sfernima koordinatama ? (¢, 1) = (cos @ cos 1, sin ¢ cos 1, sin ),
v €0, 277] in w € [§, 5] Vektor fq, X f 4= (cos @ cos® 1, sin ¢ cos? 1/1,sin1/)cos 1) kaze navzgor, torej je ori-
entacija f X f¢ enaka orientaciji P Pretok vektorskega polja rot F (1,1,1) je torej

//rotF dS /d<p/ (1,1, 1)(cos ¢ cos® 1, sin o cos® 1, sinp cos ) dip = ... =

VR

(Uporabili bi lahko tudi eksplicitno izrazavo ploskve.)

(b) z uporabo Stokesovega izreka:

Krivuljo K, ki je rob ploskve P, parametriziramo T () = (% cos @, g sin ¢, %), ¢ € [0,27] in uporabimo
Stokesov izrek
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//rot F d S j{ Fdr / cos <p+§,§sin2 <p+§ cos<p,§+§ singo)(fg sin ¢, gcosgo,O)d(p =...
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(¢) uporabimo Gaussov izrek:
Ce ploskev P dopolnimo s;ploskvijo D = {(z,y, ?) € R% (z,y) € A}, kjer je A = {(z,y);22 + y* < 3}, in
jo orientiramo z normalo n= (0,0,—1), dobimo rob odsekane krogle G orientirane z zunanjo normalo. Ker
je div(rot F) =0, je

//rot F dS= —//rot FdS= —//(1,1,1)(0,0,—1)dxdy = pl(A) = g
= A
D

P
Ploskev D bi lahko parametrizirali tudi s P (r,p) = (rcos p,rsin @, g), (r,) €0, g] x [0, 27].
. naloga
e 3y — 2y = e*sinx je linearna diferencialna enacba 2. reda s konstantnimi koeficienti
e najprej resimo prirejeno homogeno diferencialno enacbo " — 2y = 0 z nastavkom y = e*
e dobimo karakteristi¢no enachbo A2 — 2 = ( z re§itvama \; = —v/2 in A\; = /2
e splosna resitev homogene diferencialne enacbe je torej oblike ygy = C’le*\/i“’ + Cgeﬂx

e ker je desna stran f(z) = e® sin x oblike e®* (P (x) cos Bx+Q(z) sin fz), kjer sta P(z) in Q(z) polinoma stopnje
0 in @ = 1 + ¢ ni nicla karakteristi¢ne enacbe, je nastavek za partikularno resitev yp = e*(Acosx + Bsinx)

e nastavek yp = e*(Acosz + Bsinz) uporabimo v diferencialni enacbi in z izenacitvijo koeficientov dobimo
A=DB= —i ter splosno resitev y = C’le_‘ﬁz + C’ge\ﬁ“C — iem(cosx + sinx)



