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Vektorji in analiticna geometrija

. Tocke A, B, C', D, E in F so zaporedna oglis¢a pravilnega Sestkotnika.
Naj bo G razpolovisce (Eljice FE ter S presecisce daljic GB in AC.
Oznacimo: @ = /@ in b = B? [zrazi vektor 1@ z vektorjema  in

b . Izracunaj koordinate tocke S, ¢e poznas koordinate tock: A(1,2,3),
B(8,9,10) in C(1,2, —4).

. \_@enakokrakem trapezu ABC'D naj bo 1@ = 27, l% =d in 1@ =
b . Oznacimo z E razpolovisce stranice BC', s F' razpolovisce stranice
DC, s S pa presecisce daljic AC' in EF. Izrazi vektor /ﬁ z vektorjema

_>
din b. Primerjaj plos¢ino trikotnika SC'E s plos¢ino trapeza.

. 'V enakokrakem trapezu ABCD naj bo AB = a, DO = %7 in BC =
%

b . Oznacimo z E razpolovisce stranice BC, s S pa presecisce daljic
AE in BD.

%
(a) Izrazi vektorje ﬁ, AE in BD 7 vektorjema @ in b .

%
(b) Izrazi vektor A3, vektorjema @ in b .

(c¢) Doloéi koordinate tocke S, ¢e imajo tocke A, B, C koordinate:
A(1,-1,0), B(0,3,2) in C(2,3,6).

_>
. 'V pravilnem tetraedru ABCD tvorijo vektorji q = 1@, b = 1@ in
7= E bazo prostora. Naj bo P nozisce visine iz tocke D na osnovno
ploskev ABC' in () nozisce visine iz tocke A na ploskev BC'D.

%
(a) Izrazi vektorja lﬁ in 1@ vbazi @, b, C.
(b) Pokazi, da se visini DP in AQ seki;ca. Njuno presecisée oznacimo
z E. lzrazi vektor E v bazi E), b, g

. Tocke A, B, C, D, E, F', G in H so zaporedna oglisca kocke. Tocka S
je sredisce kvadrata EFGH, tocka M pa deli stranico C'G v razmerju
3:1. Naj bo T tocka, v kateri se sekata daljici AM in C'S. Oznacimo

@ =AB, b = AD in 7 = AE

Se: d = A

%
(a) Izrazi vektor AT # vektorji @, b in ¢!

(b) Doloéi koordinate tocke T', ¢e poznamo koordinate naslednjih tock:
A(2,1,1), B(4,1,1), D(2,3,1) in E(2,1,3)!
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Katera od danih mnoZic tvori bazo prostora R3?

(—1,1,1),(1,2,3),(0,1,0)},
(1,2,3),(2,1,3),(0,0,0)},
(2,1,3),(1,2,1),(1,1,4), (1,5, 1)},
(

1,1,2),(2,2,0),(3,4,—1)}. Izrazi vektor (2,1,3) kot linearno
ombinacijo danih vektorjev, ¢e je to mogoce!

{
{
{
{
k

Dani so vektorji

a a7+ 7 + 4%,
_>
b Z—QOéj,

_>
7 = 3a7 —-37 +4Fk,

%
kjer so 7 7, k linearno neodvisni vektorji. Doloc¢i skalar o tako, da
bodo Vektorjl , b, lezali na isti ravnini!

. Dolod¢i skalarja a in 8 tako, da bo vektor U = (o, B, 2) pravokoten tako

na vektor ¥ = (2,1, 1) kot tudi na vektor @ = (1,0, 1)!

Naj bodo vektorji

a o= (21,1 —1),
_>

b = (—1,3,0),
7 = (5-1,9).

Dolo¢i parameter ¢ tako, da bo vektor a oklepal enak kot z vektorjema
b in . [zracunaj tudi dolzino pravokotne projekcije vektorja d na

vektor b .

Kohksen kot oklepata enako velika vektorja d in b ¢e sta vektorja
d +2 b in5d —4 b pravokotna?

Naj bo @-b = 18v/2, dolzina vektorja |d| = 6 ter kot med vektorjema d
iri b enak 7. Izrafunaj ploscino paralelograma, ki ga napenjata vektorja
2b — d in 3a — 4b.

Naj bodo @, b in & vektorji iz R? z dolzinami: |@| = 2, |b] = 3, |d] =
1. Kot med vektorjema @ in b je enak %, kot med vektorjem ¢ ter
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ravnino, ki jo razpenjata vektorja @ in b pa je §. Izracunaj prostornino
paralelepipeda, napetega na vektorje:

¥ = 2ad-—0¢,
j = a+¢
7 = d+b+é
Dana sta vektorja
_>
m = 3d+b -7,
%
W o= d-b+7,

pri ¢emer poznamo dolzme Vektorjevz 7| = | T | =1, |7| = 2, ter
kote med njimi: Z(@, b) 4(3> ) =%, £(d, @) = I. Vektorja
min 7w razpenjata paralelogram Zapisi Vektorja dlagonal tega para-
lelograma in izrac¢unaj njuni dolzini.

%
Naj bodo @ = (1,2a,1), b = (2,,0) in 7 = (3a, 2, —a), kjer je «
neko realno stevilo.

_>
(a) Izracunaj volumen tetraedra, napetega na vektorje E), b in 7!

_>
(b) Doloé¢i parameter a tako, da bodo Vektorji @, b in ¢ lezali na
isti ravnml' V tem primeru izrazi @ kot linearno kombinacijo

vektorjev b in ¢!

Doloci visino tetraedra, ki ga dolocajo tocke: A(1,2,3), B(2,3,1),
C(3,1,2) in V(4,4,4).

Poiséi dolzine stranic ter kote trikotnika z oglisci A(—1,2,3), B(2,1,2)
in C(0,3,0).

—
Vektorji OA = (5,4,0), OB = (2,3,1) in OC = (0,1,2) napenjajo
paralelepiped. Izra¢unaj visino iz tocke C na ploskev OAB ter volumen
tega paralelepipeda.

Izracunaj kot med vektorjema

d = 2P 4+2¢ in

a
- 7 +5¢,

ce je ]?| = |7| ter sta vektorja P’ in ¢ pravokotna. Koliksna je
ploscina paralelograma, ki ga napenjata vektorja din b?

4
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Tocke 0O(0,0,0), A(1,0,1), B(1,1,2) in C(1,1,1) dolocajo paralelepi-
ped. Poisci:
(a) enacbo premice - nosilke telesne diagonale iz tocke O;

(b) enacbo ravnine, na kateri lezi tocka A in je vzporedna z ravnino,
ki jo dolocajo tocke O, B in C

(c) kot pod katerim telesna diagonala iz O seka ploskev, doloceno s
tockami O, B in C.

Pois¢i kot med ravnino z enacbo 7x 4+ 2y — 2z = 8 ter premico, ki gre
skozi tocko A(1,1,¢) v dani ravnini, in skozi tocko B(2,3,—1).
Poisci pravokotno projekcijo premice

r+y—z—1 = 0,

r—y+z+1 = 0,

na ravnino x + y + z = 0. Kje se sekata premica in njena projekcija?

Ravnina IT gre skozi tocko 7'(3,4,1) in je vzporedna premicama:

zx—1 y+2 z—1 y+1 z-—-1
= = , In qg:orx="—= .
-2 -1 -2 2 3
Pois¢i enacbo ravnine I, ter izracunaj razdaljo premice p od ravnine

I

p:

Skozi tocki A(1,0,—2) in B(0,2,2) polozi ravnino, ki je vzporedna
premici p, dolo¢eni z enacbama: = +y — 2 = 0, v — 2y + z = 1.
Koliksna je razdalja premice p do dobljene ravnine?

Dani sta premici:
y—2 z—1 5—x y-—1
rrxt+l="——= in : = =z+ 1.
b 2 3 73 2
Poisci enacbo ravnine X, ki vsebuje premico p in je vzporedna premici
q! Koliksna je razdalja premice ¢ do ravnine X7

Pois¢i enacbo premice, ki gre skozi tocko A(3,—1,—1), seka premico

x—2= L2 =2 ip je vzporedna ravnini z + y + z = 5.

Doloéi taksno toc¢ko T na ravnini z —y+3z = 6, da bo tocka 7"(1, —1, 2)
njena pravokotna projekcija na ravnino x +y + z = 2.

Oznac¢imo s P tocko na premici p : —z = 2 = 2 — 2, ki je najblizja

tocki T'(2,3,2). Poisci enacbo ravnine, na kateri lezijo tocke P,T in
R(3,5,5). Doloci se kot med premico p in dobljeno ravnino.



Resitve (Vektorji in analiticna geometrija)
1 AS =33 + 37 in S(1,2,0).

%
2. 1@ = %(7 + b). Posc¢ina trikotnika SCE je % ploscine trapeza.

3 (a)@ X +b,1ﬁ T+ LY in AD = -2
(bh) AS =3d + 3.
(c) S(1,2,3)

4 () DP=1T 11T - P in A0 =17+ 17 + 12,

(b) Visini DP in AQ se sekata, ker tocke A, P, Q in D lezijo na isti

%
TAVNINI. ﬁ %17—1— i b +%1?>.
%
5. (0) AT =83+ 50 +£72
(b) T(3,31,2).

6. Bazo prostora R? tvorita mnoZici (a) in (d). IzraZava:

3 5 3
2,1 = —(-1,1,1)+—(1,2,3) — —(0,1
213 = —S(-L1L1)+7(1,2.3) - 1(0,1,0)

= (1,1,2) +2(2,2,0) — (3,4, —1).

7 a==l1.
8. a=-=2,0=2.

&

dolZina pravokotne projekcije vektorja d na vektor b pa je

9. t=1,
10. Vektorja @ in T oklepata kot 60°.
11. Plosé¢ina je 36v/2.

_ 93
12. V_T.

_)
13. Diagonali sta: e =47 in ? =2d +2b —27, njuni dolZini pa:

Fl=4in|f|=2v5—2v2.
14. (a) Volumen je enak 5(30° — o+ 2).

(b) Vektorjz a, b in @ Zezzjo na isti ravning, ce je « = —1. V tem
primeru je 7 —4 b —37.
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Visina tetraedra je enaka 2+/3.

Dolzine stranic trikotnika so: |1@\ |fﬁ| V11 in ]B?]

V33

2v/3, koti pa o = arccos = in § = v = arccos X33 o

11

310

o s volumen pa 9.

Visina je enaka

—

Kot med vektorjema d in b je enak arccos =¥= 3‘ﬁ

= 33.7°, plos¢ina

paralelograma, ki ga napenjata pa je 4v/13 |?|2 sin arccos £ = 8| 72

() 3=%=3.
(b) x—yzl
(c) arccos L35 = 7.50.

Kot med premico in ravnino je priblizno 36° (natancneje arcsin %é).

Iskana pravokotna projekcija je premica z enacbo (0,
Premica in njena projekcija se sekata v tocki S(O,%

Enacba ravnine 11 je x + 4y — 3z = 16, pravokotna projekcija tocke S
na to ravnino pa je tocka (2,2, —2). Razdalja med premico p in ravnino

IT je v/26.

Iskana ravnina je —2x + Ty — 4z = 6, razdalja premice p do te ravnine
pa je \ﬁ.

Enacba ravnine X je 2o+ 5y — 4z = 4, premica q pa je od nje oddaljena

za /5.
Iskana premice je 7 = (3,—1,—1) + A(—4,0,4).
Iskana tocka ima koordinate T'(3,—3,3).

Iskana ravnina ima enacbo —8x + 10y — 4z = 6 in s premico p oklepa
kot arcsin %5370 = 470,



Matrike 1n sistemi enacb

. Dana je matrika oblike

a b
A= [b J .
Za katera realna Stevila a, b, in ¢ matrika A komutira z matriko
1 -1
= ?
B {1 , ] .
(To pomeni, kdaj je AB = BA?)
. Dana je matrika oblike
a b
A= [b C} .
Za katera realna stevila a, b, in ¢ je A% = I (I je enotska 2 x 2 matrika)?
. Dana je matrika oblike
a b
A= [ d} |
Poisci realna stevila a, b, ¢ in d, za katera je
2 |1 2
e[
. Podani sta matriki:
2 =31 1 -3 1
A= |4 -5 2 in B=14 —6 2
5 =7 3 5 =7 2

Resi matri¢no enacbo: AXB + AXI = 1. (I je enotska matrika.)

. Podani sta matriki:

2 -1 0 1 0 0
C=10 2 2 in D=2 -2 0
0 0 1 0 3 2

Resi matriéno enac¢ho X7C = D1,
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Poisci taksno matriko Y, da bo zadoscala enachi B+Y =Y A — BA,
pri Cemer sta:

211 1 0310
110 —1 _ 0291
A=1011 m B=15 08 0
001 0 0040

Obravnavaj naslednji sistem linearnih enac¢b v odvisnosti od parametra
[ ter zapiSi njegove resitve:

r — vy + 22 + u =1
2 + 3y — 22 — u = 0
br + by — 2z — u = f.

Obravnavaj naslednji sistem linearnih enac¢b v odvisnosti od parametra
a ter zapisi njegove resitve:

r 4+ oy - z = 2
2z + 3y
2z + 3y + (a*—4)z = a+3.

I
ot

Obravnavaj naslednji sistem linearnih enacb v odvisnosti od parame-
trov a in b ter zapisi njegove resitve:

ar + Yy + z + t =1
r 4+ ay + 2z + t =D
r — Yy 4+ az + t = 0.

Obravnavaj naslednji sistem linearnih enacb v odvisnosti od parame-
trov « in [ ter zapisi njegove resitve:

T — 315 4+ 23 + x4 = 1
—x1 + 229 4+ 33 — 14 = «
6:171 — 171’2 + 21’3 + 51‘4 = 3.

Izracunaj determinanto matrike

20 =21 0
12 3 0 -1
A=(3 0 2 0 1
10 0 1 0
01 2 0 -1



12.

13.

14.

15.

16.

17.

[zracunaj determinanto matrike

-4 2 00
2 310
A= 3 10 2
1 30 3
Izracunaj determinanto matrike
4 2 3 —4
3 -2 1 5
4 -2 0 1 -3
8 -2 6 4

Poiséi lastne vrednosti in lastne vektorje matrike
11 8

A=10 2 0

10 -1

Ali matriko A lahko diagonaliziramo? Ce jo lahko, doloéi e tako obrn-
ljivo matriko P, da bo matrika P~' AP diagonalna.

Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

3 2 0
A=11 4 3
-2 -4 =3

Ali matriko A lahko diagonaliziramo? Ce jo lahko, dolo¢i Se tako obrn-
ljivo matriko P, da bo matrika P~'AP diagonalna.

Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

1 2 3
A=10 4 1
0 -2 1

Ali matriko A lahko diagonaliziramo? Ce jo lahko, doloéi e tako obrn-
ljivo matriko P, da bo matrika P~'AP diagonalna.

Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

0 01
A=101 0
1 00

10
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Ali matriko A lahko diagonaliziramo? Ce jo lahko, doloéi tako obrn-
ljivo matriko P, da bo matrika P~'AP diagonalna. S pomocjo tega
izracunaj e AS.

Poiséi lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

0 0
B=10 1
10

_ o O

Ali matriko B lahko diagonaliziramo? Ce jo lahko, dolo¢i tako obrn-
ljivo matriko P, da bo matrika P~!BP diagonalna. S pomocjo tega
izracunaj se B7.

Poisci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje simetri¢ne matrike

A:

[avll (VRN \V]
S ot N
w o O

Doloéi §e tako (ortogonalno) matriko P, da bo veljalo: P~! = PT in
PT AP = D zaneko diaginalno matriko D. Naredi preizkus in izra¢unaj
pomocjo narejenega se A°.

Ali so vektorji

vy = (1,2,—-1,1),
vy = (-1,0,1,-2),
U3 0,2,3,1),

vy = (3,0,1,-3),

baza prostora R*? Ce so, zapisi vektor (1,2,3,4) kot linearno kombi-
nacijo baznih vektorjev.

11



Resitve (Matrike in sistemi enacb)

1. Matriki komutirata za b=10 in a = c.

2. Resitve so: b =0, a = £1, ¢ = +1, ter za b # 0: -1 < a < 1,

b=+v1—-a? c=—a. N

3. Resitve so: c=0ima=b=d=—-1alila=b=d=1.
4.
0 1 -1
X=|10 -3 2
-1 -9 7
.
1/2 1/2 -3/4
X=11/4 0 0
—-1/2 0 1/2
6.
2 1 5 0
6 —4 7 13
Y= 4 —4 4 12
2 =2 2 6

ISEER SIS

(A in p sta poljubni realni Stevili).

8. Sistem ni resljiv, ée je a = —2. Pria =2 so resitve sistema:
x 1 3
yl = 1| +A|-2],
z 0 1

kjer je X poljubno realno stevilo. Ce pa je a # —2,2, je reitev sistema

T 1 a—+95
Yyl = a
)’ a+ 2 1



9. Sistem ni resljiv, ce jea=11inb# 1. Pria =0b=1 so resitve sistema:

10.

11.
12.

13.

1.

x : -1 —1
1

S R R

t 0 0 1

(A in p sta poljubni realni stevili). 'V primeru, ko je a # 1 pa so resitve
enake

T 1—-0b 1
yl 1 0 1
2l a-—1 —b T Z—ﬂ
t ab+b—1 %

(v je poljubno realno stevilo).

Sistem ni resljiv pri parametrih f = 6,a # 2. Pri f = 6,a = 2 dobimo
dvodimenzionalen prostor resitev:

1 -8 -1 11

To| -3 0 4

Ig - 0 + A O + :u 1 9 )‘7 /*L 6 R?

T4 0 1 0
pri B # 6 pa enodimenzionalen prostor resitev:

o) —3a -2 - §=% 11

Ta| —a—1 4

| = 0 + A 1 ;A € R

a—2

T4 m 0
det(A) = —T7.
det(A) = 2.
det(A) = —30.
Lastne vrednosti matrike A so \y = 2, Ay = 3 in A\3 = —3, ustrezni
lastni vektory pa:

3 4 -2
U1 = -5 s Vo = 0 s V3 = 0
1 1 1

13
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Matriko lahko diagonaliziramo, ker ima tri linearno neodvisne lastne
vektorje.

3 4 =2 20 0
P=|-50 0]/, P'AP=10 3 0
1 1 1 00 -3
Lastne vrednosti matrike A so \y = —1, Ay = 2 in A3 = 3, ustrezni
lastni vektorji pa:
1 -2 -3
V1 = _2 3 Vo = 1 5 V3 = 0

Matriko lahko diagonaliziramo, ker ima tri linearno neodvisne lastne
vektorje.

1 -2 -3 -1 0 0
P=1{-2 1 0|, P'AP=|0 2 0
3 0 1 0 3
Lastne vrednosti matrike A so \y = 1, Ao = 2 in A3 = 3, ustrezni lastni
vektoryi pa:
1 4 1
V1 = 0 N Vo = -1 3 V3 = —2
0 2 2

Matriko lahko diagonaliziramo, ker ima tri linearno neodvisne lastne
vektorje.

1 4 1 1 00
P=10 -1 —2{, P'AP=10 2 0
0 2 2 0 0 3
Lastne vrednosti matrike A so \y = —1, Ao = 1 in A3 = 1, ustrezni
lastni vektorji pa:
-1 1 0
v = 0 ) Uy = 0 s V3 = 1
1 1 0

Matriko lahko diagonaliziramo, ker ima tri linearno neodvisne lastne
vektorje.

-11 0 -10 0
P=1]10 0 1], P'AP=|0 1 0], A® = PDP! = A.
1 10 0 01

14



18. Lastne vrednosti matrike B so Ay = 0 in Aoz = 1, ustrezni lastni vek-
torji pa:

-1 0 0
V1 = 0 y Vg = 1 s V3 = 0
1 0 1
Matriko lahko diagonaliziramo, ker ima tri linearno neodvisne lastne
vektorje.
-1 0 0 000
P=|0 1 0], P'BP=10 1 0}, B"=pPD'P!'=B.
1 01 00 1

19. Lastne vrednosti matrike A so A\ = 1, Ay = 3 in A3 = 6, ustrezni lastni
vektoryi pa:

—2 0 1
0 1 0
0 = —% 1556 3110 0
— 2 1 5 __
P=10 = |, A= 3100 6221 0
10 0 0 0 243

20. Dani vektorji so baza prostora R*, ker so med seboj linearno neodvisni
in napenjajo cel prostor.

13 51 48 1
1,2,3,4) = — =) — =y + —v3 — — 4.
( 5 Sy Iy ) 35U1 35U2 + 35U3 35U4

15



10.

Stevila

. S pomocjo matemati¢ne indukcije pokazi, da je stevilo n® — 7n deljivo

s 3 za vsako naravno Stevilo n. Natanko opisi potek dokaza!

S pomocjo matematic¢ne indukeije pokazi, da je stevilo 3 - 5271 4 23n+1
deljivo s 17 za vsako naravno stevilo n. Natanko opisi potek dokaza!

S pomo¢jo matematicne indukcije pokazi, da je stevilo 77+ —22" deljivo
s 3 za vsako naravno Stevilo n. Natanko opisi potek dokaza!

S pomoc¢jo matematicne indukcije pokazi, da za vsako naravno Stevilo
n velja formula:

n(n+1)(n+2)(n+3)

1-2:34+2-3- 4+ +nn+1)(n+2)= y .

S pomocjo matematicne indukcije pokazi, da za vsako naravno Stevilo
n velja formula:

n(Bn+1) n(n+ 1)2'

TG4 = :

Naj bo a realno stevilo in @ > —1. S pomoc¢jo matemati¢ne indukcije
pokazi, da za vsako naravno Stevilo n velja formula:

(14+a)" >1+na.
Resi neenacbo: |z — 1| < 2 — |2% + x|
Resi neenacbo: |3 — [2z]| < |x].

Resi neenacbo:

Dano je zaporedje (a,)nen,n > 2 s splosnim ¢lenom

1—n
ay, = .
" n24n
Pokazi, da je zaporedje konvergentno in izracunaj limito a tega zapo-

redja! Kateri ¢leni zaporedja lezijo znotraj okolice (a — €,a + ¢), ¢e je
e=1072?

16
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Dano je zaporedje (a,)nen s splosnim ¢lenom

_2n+1
C 3n-—2

Qn

Pokazi, da je zaporedje konvergentno in izracunaj limito a tega zapo-
redjal Za e = 1072 poisci tak ny € N, da bo veljalo: ¢e je n > ny,
potem je a, € (a —e,a+ ¢€).

Dano je zaporedje (a,)nen s splosnim ¢lenom

3n — 2
ap = .
1—-2n

Pokazi, da je zaporedje konvergentno in izracunaj limito a tega zapo-
redja! Koliko ¢lenov zaporedja lezi zunaj okolice (a — ¢,a + €), Ce je
e=1073%7

Zaporedje (z,)nen je podano z rekurzivno formulo:

Az, + 1 4

3, +1 T3

Tp1 =

(a) Dokazi, da je zaporedje monotono in navzdol omejeno z 1.
(b) Utemelji konvergenco zaporedja in izrac¢unaj njegovo limito.

(c) Zapisi Se infimum in supremum mnozice ¢lenov zaporedja.
Zaporedje (a,)nen je podano z rekurzivno formulo:

Gni1 = V4+3a,, a =1.

(a) Dokazi, da je zaporedje navzgor omejeno s 5 in monotono.
(b) Utemelji konvergenco zaporedja in izra¢unaj njegovo limito.

(c) Zapisi 8e infimum in supremum mnozice ¢lenov zaporedja.
Zaporedje (a,)nen je podano z rekurzivno formulo:

3
pi1 =4 — —, a; = 4.
Qn
Dokazi, da je zaporedje navzdol omejeno z 2 in monotono. Ali je zapo-
redje konvergentno? Izracunaj limito in prvih pet ¢lenov zaporedja na
pet decimalk natanc¢no.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Izracunaj limiti:

i (-0) () wmen

[zracunaj limiti:

4n 2n—1
(a) lim (Vn2 +3n —vn2+1) (b) lim 3

n—00 nssoo 32n — gqn—1°

Izracunaj limiti:

n—o0 n—oo

(a) lim (Vn+ 5 — v/n) (b) lim ( n )“.

Izracunaj limiti:

(a) lim (” il 1>n+3 (b) lim (\/2” Ty — B+ 2”) :

n—oo \ N + 2 n—oo
[zra¢unaj n-to delno vsoto vrste
o0
1
> In (1 + —)
n
n=1
in ugotovi, ali je konvergentna.

Ugotovi, ali je katera izmed naslednjih dveh vrst konvergentna:

00 00 n?
n! 1 n
— b — .
Wyn  oXw(E)
Ugotovi, ali je katera izmed naslednjih dveh vrst konvergentna:
= n" - 2n +1\"
b ) .
Oigm O X (55
Ali je vrsta
D (=)W 1— V)
n=1

konvergentna? Oceni napako, ki jo naredis, ¢e sestejes le prvih 7 clenov
vrste.
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24.

25.

Doloé¢i naravno definicijsko obmocje funkcije

in izracunaj f(3).

Doloé¢i naravno definicijsko obmocje funkcije

f(;p):g(xi4)n

in izracunaj f(—1).

19



Resitve (Stevila)

1.

Zan =1 trditev velja: 1> —7-1 = —6 = —2-3. Indukcijsko predpostavko
zapisimo v obliki: k3 = 3\ + Tk. Zdaj si pa poglejmo nas izraz pri
n =k + 1 in uporabimo indukcijsko predpostavko:

(k+1)° =7(k+1) E*+3k*+3k+1 -7k -7
P BN+ Tk + 3K +3k+ 1Tk — 7
3A+3k* +3k—6=3\+k +k—2).

in,

sl

Zan = 1 trditev velja: 3 - 5%+ + 23141 = 391 = 13 - 17. Indukcijsko
predpostavko zapisimo v obliki: 23F1 = 17\ — 3 - 52**1 Zdaj si pa
poglegmo nas izraz prin = k+1 in uporabimo indukcijsko predpostavko:

3 X 52k‘+3 + 23k+4 ind:.pr. 3 . 52k+1 X 52 + 23 . <17>\ _ 3 . 52k+1)
= 3.5%1(25 - 8) +8-17A = 17(3 - 5%+ 1 8)).

Zan =1 trditev velja: 7771 —221 = 45 = 3-15. Indukcijsko predpostavko
zapisimo v obliki: TFt1 = 3\ + 2%%. Zdaj si pa poglejmo nas izraz pri
n =k + 1 in uporabimo indukcijsko predpostavko:

7L gk+l 92 92k
Mg (3) 4 2%k) — 4. 0%

= 21\ +3-2% =3(7T\ + 2%).

7k+2 _ 22k+2

Zan =1 trditev velja: 1-2-3 =6 = Lf"zl. Predpostavimo, da trditev
velja za n = k in si pogleymo nas izraz prin =k + 1:

1-2:34+2-3-44 - 4k(k+1)(k+2)+(k+1)(k+2)(k+3) =
4

(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)

1 .

Zan =1 trditev velja: M =2= w Predpostavimo, da trditev

velja za n = k in si pogleymo nas izraz prin =k + 1:

k(Bk+1) (k+1)(3k+4)

24TH1+ e A 5 =
= +
2 2
(kDR +2)?

20
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10.

11.

12.

15.

1.

15.

16.

Zan =1 trditev velja: (1 +a)! > 1+ 1-a. Predpostavimo, da trditev
velja za n = k in si pogleymo nas izraz prin =k + 1:

1+a)* "2 (1+a)k(1+a) > (1+ka)(1l+a)
1+ (k+1Da+ka®>>1+(k+1)a (saj je ka® >0).

Neenacbo resijo vsi v € [—1,1].
Resitve neenacbe leZijo na intervalu (—3,—1) U (1,3).
Resitve neenacbe lezijo na intervalu (—2, —1-— \/75} U [—1 + ‘/75, oo)

Zaporedje je naraScajoce in navzgor omejeno (npr. z 0), zato je kon-
vergentno. Njegova limita je a = 0, v dani okolici limite pa lezZijo vsi
¢leni zaporedja od 98-tega napre;.

Zaporedje je padajoce in navzdol omejeno, zato je konvergentno. Nje-

gova limita je a = % mmng =19.

Zaporedje je padajoce in navzdol omejeno, zato je konvergentno. Nje-
gova limita je a = —%, zunaj dane okolice limite pa lezi pruih 250 clenov
zaporedja.

(a) PokazZe se s pomocjo matematicne indukcije.

(b) Zaporedje je konvergentno, ker je padajoce in navzdol omejeno.

Njyegova limita je %ﬁ.

(¢) infz, = 2 insupa, = 3.

(a) Pokaze se s pomodcjo matematicne indukcije.

(b) Zaporedje je konvergentno, ker je narascajoce in navzgor omejeno.
Njegova limita je 4.

(c¢) infa, =1 in supa, = 4.

Najprej s pomocjo matematicne indukcije pokazZemo, da je zaporedje
padajoce in navzdol omejeno z 2, zato je tudi konvergentno. Njegova
limita je 3. Prvih pet ¢lenov na pet decimalk natancno:

21 =4, 19=325 x3=2307692, 2,3.025= in 5= 3.00826.
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17.

18.

19.

20.

(a)
(b)
(a)
(b) €.
(a) ¢
(b) oo.

Wl Nlw

e

™

sp = In(n + 1) in vrsta ni konvergentna.
. (a) ni konvergentna (b) je konvergentna
. (a) ni konvergentna (b) je konvergentna

. S pomocjo Leibnizovega kriterija ugotovimo, da je vrsta konvergentna.
Napaka: |s — s7| = |ag| = 3 — 2v/2 = 0.14.

Dy = (555,555 in f(3) = 3.

. Dy =(-2,00) in f(—1) = —1.
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Funkcije ene spremenljivke

. Doloéi definicijsko obmocje funkcije
f(z) =In(|3z + 2| — 4|z — 1)).
. Dolo¢i definicijsko obmocje funkcije
[15z + 2|
= — 3.

. Dolo¢i definicijsko obmocje funkcije

flx) =In (1 —[1— |z —1f]).

. Dolo¢i definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije

_1—m

fla) = 1

ter ugotovi, ali je f injektivna, surjektivna, bijektivna!
. Doloc¢i definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije

3—e*

:2—4—6’”

f(z)
ter ugotovi, ali je f injektivna, surjektivna, bijektivnal

. Doloci definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije

B 1
246 ®

f(z)
ter ugotovi, ali je f injektivna, surjektivna, bijektivna!

. Funkciji f in g sta podani s predpisoma:

—x—1, =< -1,
in g(x) =10, —l<z<l,
x—1, x> 1.

f(x):{x+1’ r <0,

1, x >0,

Poiséi kompozitume: fog, go f, fo fin gog!

23



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Izracunaj limiti:

VI—mz—1 _si
(a) lim Y- "2 (b) lim 2T~ ML

2—0 x z—Z  COS2T

. Izracunaj limiti:

(a)lim( 5 ) (b)i%%.

Izrac¢unaj limiti:

. 2 —1 . V1+sinzx —+/1—sinz
(a) lim —————— (b) lim .
esv3 T+ 22+ 1 z—0 tan

Poisci vrednosti realnih parametrov a in b tako, da bo dana funkcija

povsod zvezna:
(1—+/cosx) T < O,

qQ———=

flz) =0, x =0,
—VHjx_l, x> 0.

Poisci vrednosti realnih parametrov a in b tako, da bo dana funkcija

povsod zvezna:

1
T, x <0,
l+ex

flz) = a, x =0,
In(b+z), z>0.

S pomocjo L'Hospitalovega pravila izracunaj limiti:

(b) lim a'~s7,
z—0 Ctg:p z—0

S pomocjo L'Hospitalovega pravila izracunaj limiti:

. sin(32?) , 1 1
(8) lim =2 (b) Jim (ex — ex)a.

S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj limiti:

o (s i
(a) ilir(l)l'ln(l‘ ) (b) ilir(l)x %,

24



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj limiti:

(a) lim — /1% (b)limx( ! ! )

et —1 sinz

S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj limiti:

e — cos 2x

(a) lim “— == (b) lim (san )™

S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj limiti:

¢ e
(a) lim e (b) lim(1 — cos 2x)""2*,

x—0 3 z—0
Dan je funkcijski predpis

f(x) = 2(2* + 3z)e 2.

Dolo¢i definicijsko obmocje funkcije f in poisci njene nicle. Doloci vse
stacionarne tocke f ter poiS¢i najmanjso in najvecjo vrednost funkcije

f na intervalu [0, 4].
Poisci vse lokalne ekstreme funkcije

f(z) = 2x cos(2x) — sin(2z)
ter maksimum in minimum na intervalu [, 27].
Poisci vse lokalne ekstreme funkcije

f(zr) =2tanz — tan®x

ter maksimum in minimum na intervalu [—%, Z].
S pomocjo odvoda pokazi, da za vse x > 1 velja:

2+ (z+1)nx > 2.

us

5) velja:

S pomocjo odvoda pokazi, da za vse x € [0,

tanz > —21In(cosx).
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

S pomocjo odvoda ugotovi, v kateri tocki krivulje
f(z) =2* — 6%+ 10r — 4
oklepa tangenta z osjo x kot §.

Doloéi Taylorjev polinom reda 4 v tocki x = 0 funkcije

22

f(z) =tanx —ze 5.
S pomocjo diferenciala izrac¢unaj priblizno vrednost Stevila
v/ 1+1n(1,1)

in oceni napako.

Dan je funkcijski predpis

Natancno doloéi definicijsko obmocje funkcije in raziséi obnasanje funk-
cije na robu obmocja. Poisci nicle, lokalne ekstreme in prevojne tocke.
Doloéi intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f
ter skiciraj njen graf.

Dan je funkcijski predpis
flx)=zlnz.

Natanc¢no doloci definicijsko obmocje funkcije in razis¢i obnasanje funk-
cije na robu obmocja. Poiséi nicle, lokalne ekstreme in prevojne tocke.
Doloci intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f
ter skiciraj njen graf.

Dan je funkcijski predpis
flz) ==z ex

Natanéno doloéi definicijsko obmocje funkcije in raziséi obnasanje funk-
cije na robu obmocja. Pois¢i nicle, lokalne ekstreme in prevojne tocke.
Doloéi intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f
ter skiciraj njen graf.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

Dan je funkcijski predpis
f(z) = 2* — 42® 4 422

Doloéi definicijsko obmocje funkcije, nicle, stacionarne in prevojne tocke,
intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f. Dolo¢i
vrsto lokalnih ekstremov in globalni minimum ter maksimum funkcije
f na intervalu [—1,2]. Skiciraj se graf funkcije!

Dan je funkcijski predpis
f(z) =2 —22% — 2+ 2.

Doloci definicijsko obmocje funkcije, nicle, stacionarne in prevojne tocke,
intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f. Doloci
vrsto lokalnih ekstremov in globalni minimum ter maksimum funkcije
f na intervalu [—1,2]. Skiciraj Se graf funkcije!

Dan je funkcijski predpis
3
J(w) = 72— 21+ 2

Doloci definicijsko obmocje funkcije, nicle, stacionarne in prevojne tocke,
intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f. Doloci
vrsto lokalnih ekstremov in globalni minimum ter maksimum funkcije
f na intervalu [—1,2]. Skiciraj se graf funkcije!

[zracunaj dolocena integrala:

5 dx P 3(z2+1)
_— b —"dx.
(2) /g sin® x cos?z’ (b) /1 2V a3 + 3x ’

Izra¢unaj dolocena integrala:

s 1 o
a ’ tan® z dz, b b =5 dx.
(a)

- o (322 —bx +5)2

[}

Izra¢unaj dolocena integrala:

ks 1
(a) / " reosw dx, (b) / arctan z dzx.
0 0
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

[zracunaj izlimitiran integral, ¢e obstaja:

[zrac¢unaj izlimitiran integral, ¢e obstaja:

Izracunaj izlimitiran integral, ¢e obstaja:

[eas

Izracunaj izlimitiran integral, ¢e obstaja:

[
X.
o VT

Naj bo f(z) = 1. Ali obstaja ploscina lika

L={(z,y) |z>1,0<y< f(x)}?

Najbo f(z) = % Ali obstaja prostornina telesa, ki ga dobimo z rotacijo

lika
L={(z,y)|z>1,0<y< f(z)}

okrog z-0si?
Izracunaj ploscino lika, omejenega z grafoma funkcij

f(x)=Inz in g(z)=In’z.

Izracunaj ploscino lika, omejenega z grafoma funkcij

f(x)=2 in g(z) =z +sin’x.

[zracunaj ploscino lika, omejenega z grafoma funkcij




45.

46.

47.

48.

49.

50.

[zracunaj ploscino lika, omejenega z grafoma funkcij

[zracunaj ploscino lika, omejenega s krivuljami

y=—-2"+1, y=(01—-2)> in |z|+1

Izracunaj prostornino telesa, ki ga dobimo z rotacijo pentlje krivulje
9y? = x(x — 3)?

okoli z-osi (pentlja je del krivulje med ni¢lama funkcije).

Izracunaj dolzino pentlje krivulje
9y* = x(x — 3)?

(pentlja je del krivulje med nic¢lama funkcije).

Poisci tezisce lika, omejenega s parabolo y = +/2x, x-o0sjo in premico
T =2

Poisci tezisce lika, omejenega s krivuljama

?=4y+4 in 2P=-2+4
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Resitve (Funkcije ene spremenljivke)

1.
2.
3.

10.
11.
12.

13,
1.

Definicijsko obmocje dane funkcije je (%,6).

Definicijsko obmocje dane funkcije je [1—71, %) U (%, 11].

Definicijsko obmocje dane funkcije je (—1,1) U (1,3).

. Definicijsko obmocje in zaloga vrednosti funkcije sta enaka R\ {—1}.

Funkcija je injektivna in na svojem definicijskem obmocju tudi surjek-
tivna, zato je tam tudi bijektivna.

Definicijsko obmocje: R, funkcija je injektivna, a ni surjektivna, zato
tudi ni bijektivna.

Definicijsko obmocje funkcije je R, zaloga vrednosti pa interval (0, %)
Funkcija je injektivna in na svojem definicijskem obmocju tudi surjek-
tivna, zato je tam tudi bijektivna.

Iskani kompozitumi so: (f o g)(x) =1,

(gof)lx) =

(fo D) = {O, -

(gog)(x) =

(@) 5= (b))

(a) —1. (b) —2.

W% W)L

Vrednosti parametrov sta: a =4 in b= 1.
Vrednosti parametrov sta: a =1 in b= e.
(a) 0. (b) 1.

(a) —6. (b) 1.
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15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.
26.
27.

28.

(a)0.  (b) .
(a)co.  (b)O0.
(@i (b1
(@i (b1

Definicijsko obmocje funkcije je R, nicli pa ima v tockah x1 = 0 in

Ty = —3. Stacionarni tocki sta x1 = 3 in o = —2. Maksimalna
3

vrednost na danem intervalu je f(3) = 36e~2, minimalna pa f(0) = 0.

Stacionarne tocke funkcije so oblike x = %’T,k € Z. Maksimalna vre-

dnost na danem intervalu je f(2m) = 4w, minimalna pa f(%) = —3r.

Funkcija ima na danem intervalu le eno stacionarno tocko x = 7,
maksimalna vrednost je f(Z) =1, minimalna pa f(—%) = —2v/3 — 3.

Pisemo: f(x) =2+ (x+ 1)lnx — 2z, odvajamo in ugotovimo, da je na
zahtevanem intervalu f'(x) > 0, kar pomeni, da funkcija tam naraséa.
Ker je f(1) = 0, mora biti torej f na danem intervalu pozitivna.

Pisemo: f(z) = tanx + 21In(cosx), odvajamo in ugotovimo, da je na
zahtevanem intervalu f'(x) > 0, kar pomeni, da funkcija tam naraséa.
Ker je f(0) = 0, mora biti torej f na danem intervalu pozitivna.

To se zgodi v tockah Ty(1,1) in T5(3,—1).

f(x) = 223 + Fa* + Rs.

31

55 ocena za napako pa 0.0027.

Priblizna vrednost je

Definicijsko obmocje funkcije je R\ {1}, v 1 ima funcija pol, v ne-
skoncénosti pa se priblizuje asimptoti y = x + 1. Niclo ima funkcija v
tocki x = 0, lokalne ekstreme v tockah 1 = 0 (lok. maks.) in xo = 2
(lok. min), prevojev pa nima. Funkcija naraséa na intervalih (—oo,0)
in (2,00) ter pada na intervalih (0,1) in (1,2). Prixz <1 je funkcija
konkavna, pri x > 1 pa konveksna.

Definicijsko obmocje funkcije je (0,00), blizu 0 gre funkcija proti 0,
v neskoncénosti pa neomejeno narasca, asimptote mima. Niclo ima
funkcija v tocki x = 1, lokalni minimum v tocki x = %, Prevojev
pa nima. Funkcija narasca na intervalu (%, o0) ter pada na intervalu
(0, %) Funkcija je povsod konveksna.

31



Slika 1: f(z) =z + %

r—1

| I T T . | L1 1 1 111 L1 1 L1 1 L 111
R 05 _—10 15 20 25 30

Slika 2: f(z) =zlnz
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29. Definicijsko obmocje funkcije je R\ {0}, z leve strani 0 se funkcija pri-

blizuge 0, z desne pa narasca v neskoncnost. V neskoncnosti se funkcija
priblizuje asimptoti y = x + 1. Nicel in prevojev funkcija nima, lokalni
minimum pa ima v tocki x = 1. Funkcija naras$éa na intervalih (—oo, 0)
in (1,00) ter pada na intervalu (0,1). Priz < 0 je funkcija konkavna,
pri x > 0 pa konveksna.

]

= 7 -

Slika 3: f(z) = zex

30. Definicigsko obmocje funkcije je cel R, asimptote mima. Nicle so v

31.

tockah x1 = 0 in xo = 2, lokalni ekstremi v tockah 1 = 0 (lok. min.),

xo = 1 (lok. maks.) in x3 = 2 (lok. min.), prevoja pa sta v tockah

1 =38 i g, = %ﬁ Funkcija narasca na intervalih (0, 1) in (2, 00)

3
ter pada na intervalih (—o0,0) in (1,2). Na intervalu (—3’3‘6, —3+3‘/§> je

,%) in <3+T\/§,oo) pa konve-
ksna. Globalni maksimum na danem intervalu doseZe funkcija v tocki
x = —1 1in je enak 9, globalni minimum pa je 0, doseZen v tockah x = 0

mx = 2.

funkcija konkavna, na intervalih (—oo

Definicijsko obmocje funkcije je cel R, asimptote nima. Nicle so v
tockah x1 = —1, x9 = 1 in x3 = 2, lokalna ekstrema v tockah x1 = 2_3‘ﬁ
2

(lok. maks.) in xo = %T‘ﬁ (lok. min.), prevoj pa v tocki v = 3.

Funkcija narasca na intervalih (—oo,Q%ﬁ) m <2+T*ﬁ,oo> ter pada

na intervalu (%ﬁ, 2+T‘ﬁ) Prix < % je funkcija konkavna, pri x >
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Slika 4: f(x) = 2% — 423 + 422

% pa konveksna. Na intervalu [—1,2] se globalna ekstrema ujemata z
lokalnima.

Slika 5: f(x) = 2® — 22% — x + 2

32. Definicigsko obmocje funkcije je cel R, polov nima, v neskoncénosti pa
se priblizuje asimptoti y = x + 2 (seka jo v tocki x = 2). Niclo in
prevoj ima funkcija v tocki x = 0, lokalnih ekstremov nima. Funkcija
vseskozi naraséa. Na intervalih (—o00,0) in (3 — /3,3 4+V/3) je funk-
cija konkavna, na intervalih (O, 3 — \/5) mn (3 +/3, oo) pa konveksna.
Globalni minimum na danem intervalu doseZe funkcija v tocki x = —1
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in je enak —%, globalnt maksimum pa je 4 in je doseZen v tocki x = 2.

4k

=
T
T

Slika 6: f(z) = 5%

z2—2x+2

33. (a) 22 (b) 6v/21 — 2.

3. (a) D= (p) 2.
35. (a)F — 1. (b) & — $In2.
36. —5.

N[ =

37. 3.
38.

N

39. 2.

40. Ploscina lika (tj. izlimitiran integral pl = floo % dx) ne obstaja.
41. V:ﬂflooz%dx:m

42. pl= [ (Inz —In’z) dv =3 —e.

43, %

4. m2-1

35



4.
2 1 4
pl:/ V2 — —2% ) do = —.
0 2 3

46.
pl:/o (2 +1) = (—2® +1) dx+/1 (& +1)— (1—2)?) de

47.

3 _ 9)2
V:W/ Gk )
, 9 4

3 _1)2
5—2/ ,/1+<x Y’ 40 — 4.
0 4z

49. Tezisce lika je v tocki T(g, %), njegova ploscina pa je enaka

48.

2
8
pl = / V2rdr = —.
0 3

50. Tezisce lika je v tocki T(0, %), njegova ploscina pa je enaka

0 2
pl:Z/ \/4x+4dx+2/ vV—2x +4dxr =8.
~1 0
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Funkcije ve¢ spremenljivk

. Dolo¢i in narisi v (x, y)-ravnini definicijsko obmocje funkcije
f(z,y) = In(zn(y — z)).

. Dolo¢i definicijsko obmocje funkcije

f(@,y) = Vay,
preseke grafa s koordinatnimi ravninami in nivojnice (izohipse).
. Doloci definicijsko obmocje funkcije
fla,y) =1=va?+y?
preseke grafa s koordinatnimi ravninami in nivojnice (izohipse).

. Podana je funkcija

IS

o [ 0700
| ’ (l‘,y) = (0,0)

Ali lahko dolo¢is konstanto a tako, da bo f zvezna na celi ravnini R??

. Podana je funkcija

fay) = {p (%) # (0,0),

a, (z,y) = (0,0).
Ali lahko dolo¢is konstanto a tako, da bo f zvezna na celi ravnini R??

. Podana je funkcija

L (zy) #(0,0),
It ’y)_{a, (2,9) = (0,0).

Ali lahko dolo¢is konstanto a tako, da bo f zvezna na celi ravnini R??
. Naj bo ¢ : R — R odvedljiva funkcija in f(z,y) = g—i + ¢(xy).

Izracunaj:
of of
201 OJ 2
T P Ty Dy + Yy~
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Naj bo f(z,y) = y*In(xy). Izracunaj:

2 2 2
OT OF g O 5 0T
or? 0Oy 0xdy Oyox

Naj bo ¢ : R — R odvedljiva funkcija in f(z,y) = o(2? + y?).
Izracunaj:

of of = *f o f

A PR e e .
Y or (z+ )83/ +y8x2 x(’?xay

Naj bo u = f(r), r > 0, r? = 2% + y2. Izracunaj:

P
ox?  Oy?’

S pomo¢jo totalnega diferenciala priblizno izra¢unaj 1.1%9.

Naj bo T'(z,y) = x* + y* temperatura v tocki (x,y). Popotniku, ki se
nahaja v tocki A(1,2), je vroce. V katero smer naj se odpravi, da se
¢imprej ohladi?

Poisci najmanjse in najvecje vrednosti funkcije
fla,y) = Vo
na obmo¢ju, omejenem s parabolo y = 2 — 1 in premico y = 1.
Poisc¢i najmanjse in najvecje vrednosti funkcije
flz,y) = 22° + 42* + y* — 22y

na obmod¢ju, omejenem s parabolo y = x? in premico y = 4.
Poisci najmanjse in najvecje vrednosti funkcije

fla,y) = (z =2 =y
na obmocju

A= {(:v,y) € R2 ’ ZE2 +y2 Z 1>$ € [_273]7y € [_272]}

Poisci tocko na paraboli y = x2, ki je najblizja tocki T'(—1, 5). Koliksna
je najkrajsa razdalja tocke T" do dane parabole?
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17. Poisc¢i najmanjSe in najvecje vrednosti funkcije
f(z,y) =sinz + siny + sin(x + y)
na obmocju

A:{(:c,y)ER2|0§x§g,0§y§

N[

3

18. Pois¢i najmanjse in najvecje vrednosti funkcije

= Va2 2+ V-2 /1y

na njenem definicijskem obmocju.

19. Narisi integracijsko obmocje in zamenjaj vrstni red integracije v nasle-
dnjem dvojnem integralu:

(a)
/Oﬂ dy /_gﬂx,y) dr,

3x+2
d / f(z,y) dy,

24z

)dz,

(d)

/.
fo]
[ [ s

20. Izracunaj dvojni integral:

// z2ye™ dx dy,
D

kjer je integracijsko obmocje

D={(r,y) eR*|0<2<1,0<y<2}.
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21. Izracunaj dvojni integral

/ Y dy,
p V1 —2?
kjer je D obmogdje, ki ga omejujejo krivulje: y = =2z, y = /r inx = %

22. S pomocjo zamenjave vrstnega reda integracije izracunaj dvojni integral

2 T
T
dx — dy.
/0 /r;x2+y2 /

23. Izracunaj dvojni integral:

// y*sin z dz dy,
D

kjer je obmocje D omejeno s koordinatnimi osmi ter krivuljo
y=1+4+cosz med z =0in x = 7.

24. Narisi integracijsko obmocje in izracunaj dvojni integral

5 3cosy
/ dy / z? sin® y dz.
- 0

25. V dvojnem integralu [ [, f(z,y) dx dy preidi k polarnim koordinatam,
kjer je

[ME]

(a) D={(z,y) eR* |1 <a®+y* <4220},
(b) D={(z,y) € R? | 2% +y* < 4z}.

26. Izracunaj dvojni integral

//D (z° + y?) dz dy,

kijer je obmocje D omejeno s kroznico 22 + 3% = 2ax.
27. Poisci volumen telesa, omejenega s ploskvami:

1 2 2
L In@@”+y7)

2=0, 2°+y*=1 in 2*>+y?=¢€
:ﬂ2+y2 Y Y

Nasvet: pomagaj si s polarnimi koordinatami.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Izracunaj volumen telesa, omejenega s ploskvami:

2?2 :
z=e" Y, 224y =1 in 2z=0.

Paralelogram D je omejen s premicami:
y=a, y=3a, y=z in y=z+a (a>0).

Skiciraj ga ter izracunaj vztrajnostni moment paralelograma D okrog
koordinatnega izhodisca! (Io = [ [, (22 + y?) dz dy)

Poisci tezisce lika, ki ga omejujeta krivulji:
v =4r+4 in oy =22 +4.

Izra¢unaj vztrajnostni moment homogenega trikotnika s koordnatami

A(0,0), B(3,0) in C(2,3) glede na y-os.

Izracunaj krivuljni integral

B
/ 4o’y dx + (z* + 2y) dy,
K:A

kjer je K daljica med tockama A(0,0) in B(1,1).

Izracunaj krivuljni integral

B
/ 4o’y dx + (2* + 2y) dy,
K:A

kjer je K lok parabole y = 2% od A(0,0) do B(1,1).

Izracunaj krivuljni integral

/ yidr + 22 dy,
K

kjer je K zgornja polovica elipse x = acost, y = bsint.
S pomocjo Greenove formule izra¢unaj plosc¢ino notranjosti kardioide:

x = a(2cost — cos 2t), y = a(2sint — sin 2t).

Poisci resitev diferencialne enacbe ¢ + y = —x, ki ustreza zacetnemu
pogoju y(0) = 2.
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37.

38.

39.

Poisci resitev diferencialne enacbe y'tgr — y = 1, ki ustreza zac¢etnemu
pogoju y(5) = 0.

Poisci resitev diferencialne enacébe: 3 sinz — vy cos x = sin’z, ki ustreza
zaCetnemu pogoju y(5) = 1.

Poisci splosno resitev diferencialne enache:

(a) " — 6y" + 5y =0,

(b) yIV . 93/”/ + 14y// — 07
(c) ¥" = 3y" +3y —y =0,
(d) y/// + 2y// + 5y/ =0.
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Resitve (Funkcije ve¢ spremenljivk)

1.

10.
11.
12.
15.

14.

Definicijsko obmocje funkcije je enako

{(z,9) eR*| (z<0inl+az>y>z)ali(z>0iny>z+1)}.

Definicijsko obmocje funkcije je enako
{(z,y) eR*| (z<0iny <0) ali (x>0iny >0)}.

Presek grafa s koordinatnimi ravninami sestavljata abscisna in ordina-
. .. . . 2
tna os, niwojnice pa so krivulje y = %, ke R.

Funkcija je definirana na celi ravnini R?, Presek grafa s koordinatno
ravnino x = 0 sta premict y+ 2 = 1,—y+ 2z =1, z ravnino y = 0
premici v +z =1,—x+2z =1, 2z ravnino z = 0 pa kroZnica 2*> +y* = 1.
Nuwojnice so kroznice x> +y* = (1 — k)2, k € R.

Ker je limita dane funkcije v tocki (0,0) odvisna od smeri, konstante a
ne moremo dolociti tako, da bi bila funkcija povsod zvezna.

Ker je limita dane funkcije v tocki (0,0) odvisna od smeri, konstante a
ne moremo dolociti tako, da bi bila funkcija povsod zvezna.

Ce je a = 0, je funkcija povsod zvezna, saj je taka limita dane funkcije
v tocki (0,0).

0.

y (=% +2In(zy) +1).

0.

)+ F()s-

Priblizna vrednost je 1.1.

Iskana smer je enaka —grad f(1,2) = (=2, —12).

Na danem obmocju je najmanjsa vrednost funkcije enaka f(—+/2,1) =
e=3V6  najvecia pa f(v2,1) = 3o,

Na danem obmocju je najmanjsa vrednost funkcije enaka f(0,0) = 0,
najvecja pa f(—2,4) = f(2,4) = 32.

43



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Na danem obmocju je najmanjsa vrednost funkcije enaka f(2,+2) =
—4, najvecja pa f(—2,0) = 16.
V2 9

Iskana tocka je T (—7, 5) , nagkrajsa razdalja tocke T do parabole pa

je enaka razdaly med tockama T in Ty, ki je —v23;12ﬁ

Na danem obmocju je najmanjsa vrednost funkcije enaka f(0,0) = 0,
najvecja pa f (%, %) = %g

Definicijsko obmocje funkcije je kvadrat

{(z,y) eR*| -1 <z <1lin —1<y<1}.

Na tem obmocju je najmanjsa vrednost funkcije enaka f (O, \%) =
7(&0) = 11,1 = F(1,=1) = F(=1,1) = (=1, ~1) = V3, najuecjo
paf (L5 4) = Ve
(a)
2 V-2
/ daf/ fz,y)dy.
-2 0

(b)
5 Vy+4-2
/ dy /_2 f(x,y) da.
4 yT

/j dx/o\/mf(oc,y)dyJr/01 dx/ole(x’y)dy'
/0 Cay / Z:if(a:,y) dr i / "y / ) d

1 2
/ dx/ z2ye™ dy = 2.
0 0

: v Y m V3
dx — —dy=— ++vV3—-2.
/0 eI T 12

(¢)

(d)
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22.

2 Nem
/ dy/ ——— dr =In2.
0

23.
™ 1+cosz 4
/ dSC/ yisinzdy = -
0 0 3
24 12,
25. (a)
2
/ f(z,y da:dy—/ ng/ f(rcosp,rsinp)rdr
3 1
(b)
4cosp
// flzy dxdy_/ d@/ f(rcosp,rsinp)rdr
z 0
2
26.
2a cos @
/ ¢d¢/ r3dr = 6ma*
5 0
(Namig: 2z uporabi formulo cos® t = —“'C;S 2t )
27.
1
:/ d@/ idr = 2.
28.
/ dtp/ Prdr=n(l—e ).
29.

3a Y
Iy = / dy/ (z® 4+ y?) dx = 14a™.
a y—a

30. Tezisce lika je v tocki T(z, 0), njegova ploscina pa je enaka
Viaz+4 vV—2x+4
pl = / dx / dy + / dx /
Vaz+4 —/—2z+4

57
]—/ dy ZE2 dr = —.
g

3Y

31.
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32.

33.

3.
35.

36.
37.
38.
39.

1
/ (5¢* + 2t) dt = 2.
0

1
/ (6t° + 4¢%) dt = 2.
0

Jo (—ab*sin® z + a?bcos® ) du = —3a?b

1
pl = §/$dy—ydgj

2
— aQ/ ((2cost — 2cos 2t)(cost — cos2t) — (sin2t — sint)(2sint — sin 2t)) dt
0

= 6mwa’.

y=e*—x+1.
y=sinx — 1.

y=(l—cosz)sinz.

(a) y(x) = Cy + Cae® + C3e™, C1,Cy, C3 € R.

(b) y(z) = C1 + Cox + C3e™ + Cye®*, C1,Cy, C3,Cy € R.
(c) y(x) = C1e” + Coxe® + Csx?e”, Cy,Cy, Cs € R.

(d) y(x) = Cy + Cae™" cos 2z + Cse " sin 2z, Cy, Cy, C5 € R.
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